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Chapitre1
Introduction générale

L’homme est poussé par le besoin de savoir
– Robert Oppenheimer

Problématique

La fatigue d’un matériau consiste en l’étude de la durée de vie d’un matériau soumis à
des cycles d’efforts. C’est un domaine d’intérêt général d’un point de vue industriel et so-
ciétal. En effet, ce domaine étudie les matériaux par l’intermédiaire de nombreux critères,
modèles, et méthodes, pour la prédiction de la rupture en fatigue. Dans ce phénomène de
dégradation, seule la thermodynamique du premier principe est généralement utilisée. Ré-
cemment, le concept d’entropie de rupture en fatigue a été introduit en utilisant des mo-
dèles empiriques et des mesures de température. Cette entropie de rupture en fatigue appa-
rait avoir une valeur constante liée uniquement au matériau. Notre première étude est donc
de vérifier à partir de résultats expérimentaux si ce concept d’entropie de rupture peut être
considéré comme un paramètre intrinsèque d’un matériau.

Les géométries dépendantes d’échelles représentent une extension des géométries frac-
tales pures. Elles sont étudiées par l’intermédiaire du concept d’entropie d’échelle. On ap-
pelle fractal parabolique, un cas particulier de fractal dépendant d’échelle impliquant une
équipartition d’un terme source dans l’espace des échelles. Ce type de géométrie appa-
rait dans plusieurs phénomènes, c’est le cas lorsque l’on optimise un flux de matière par
la théorie constructale (théorie d’évolution thermodynamique). Notre deuxième étude se
concentre sur le lien entre géométrie et mécanique, et finalement sur l’étude d’une orienta-
tion constructale possible en mécanique.

Objectif

Dans le cadre de l’étude des matériaux, ce mémoire apporte une contribution à l’utilisa-
tion de la thermodynamique et de la géométrie pour l’étude des phénomènes mécaniques.
L’objectif est de vérifier et de proposer plusieurs relations tirés de la formulation thermomé-
canique pour estimer expérimentalement l’entropie de rupture d’un matériau, puis d’étu-
dier les modèles mécaniques empiriques existants. Une extension du cadre thermodyna-
mique est possible par l’utilisation du concept d’exergie. Le deuxième objectif de ce travail
consiste en l’étude des géométries dépendantes d’échelles et leur application en mécanique,
puis de voir si un lien avec la théorie constructale est possible.

1



1. INTRODUCTION GÉNÉRALE

Organisation du mémoire

Le plan s’oriente suivant 2 axes :

— Fatigue et entropie dans le cadre de la thermodynamique classique :
Dans un premier temps, les mécanismes et généralités sur les tests de fatigue à faible et
grand nombre de cycles sont présentés. Puis dans la continuité, des modèles d’estima-
tions du nombre de cycles à rupture basés sur différents critères sont évoqués. Dans
un deuxième temps, la formulation thermomécanique de la fatigue est abordée, et dif-
férentes relations d’entropie de rupture sont présentées. Dans un troisième temps, la
procédure expérimentale est développée à travers la présentation de la thermogra-
phie, du montage expérimental, et des hypothèses utilisées. En quatrième partie sont
présentés les résultats tirés des différentes relations permettant d’obtenir les valeurs
expérimentales et leur comparaison aux modèles empiriques. Puis, un endommage-
ment basé sur l’entropie est abordé. La cinquième partie traite de l’étude des modèles
empiriques sur l’estimation de l’entropie de rupture. Finalement, la dernière partie est
consacrée à l’exergie, sa présentation et sa dérivation ainsi que son application à la fa-
tigue.

— Analyse multiéchelle en mécanique :
Cette partie commence par un rappel de géométrie fractale et une bibliographie non
exhaustive sur ce sujet vu l’abondance de documents autour de ce domaine tel que
l’auto similarité, l’auto affinité, la multifractalité... Dans la continuité, des théories liées
à la dépendance en échelle puis à ce que l’on appelle l’entropie d’échelle sont présen-
tées. Ensuite, l’équation de diffusion de l’entropie d’échelle est présentée sur différents
cas simples et étudiée sur plusieurs termes sources. Cette étude mène à une généra-
lisation de l’équation de diffusion de l’entropie d’échelle permettant des comporte-
ments variés dans l’espace des échelles, conduisant à l’étude de géométries fractales
déterministes finies et leur lien avec la log-périodicité. Des applications concrètes de
l’équation de diffusion d’entropie d’échelle sont ensuite analysées en mécanique. La
détermination de propriétés mécaniques, l’analyse de faciès de rupture ou encore la
fragmentation ont ainsi été étudiées. Pour finir, la théorie constructale est évoquée
à travers l’entropie d’échelle pouvant mener à une approche constructale macrosco-
pique et microscopique.

Contexte

Le travail transdisciplinaire présenté dans cette thèse implique le laboratoire énergétique
mécanique et électromagnétisme (LEME - UPN) et plus précisément deux opérations, l’opé-
ration Exergie et l’opération Mécanique Numérique et Théorique qui ont permis la réalisa-
tion des essais en fatigue oligocyclique.
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Chapitre2
Fatigue et thermodynamique classique

Une confrontation permanente entre théorie et expérience est une condition nécessaire à
l’expression de la créativité.

– Pierre Joliot-Curie
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2. FATIGUE ET THERMODYNAMIQUE CLASSIQUE

2.1 Historique

DEPUIS Newton 1 (1642-1727), la mécanique n’a cessé de prendre de l’ampleur car c’est un
domaine scientifique qui possède un aspect sociétal indéniable dans une civilisation urbani-
sée. Les domaines de la fragmentation et de la rupture en fatigue étant des exemples parmi
d’autres. Les contributions de divers spécialistes au cours du temps comme Robert Hooke
(1635-1703) avec sa théorie de l’élasticité linéaire, Augustin Cauchy (1789-1857) avec la no-
tion de contrainte, et Thomas Young (1773-1829) qui introduisit le module de Young 2 (ou
d’élasticité) vinrent améliorer nos connaissances sur les matériaux et diversifier nos études
autour de ceux-ci. Les enjeux de compréhension des phénomènes mécaniques requièrent
ainsi encore beaucoup d’attention chez les spécialistes. L’un d’eux consiste en la compré-
hension du phénomène de fatigue qui implique le vieillissement mécanique d’un matériau
et permettrait ainsi d’accéder à la prédiction de la durée de vie restante d’un matériau.

Depuis la création par Sadi Carnot (1796-1832) de ce qui sera appelé plus tard la ther-
modynamique 3, cette science traite de l’étude des transformations d’énergie et des états
d’équilibre d’un corps. Elle se base principalement sur deux principes. Le premier étant ce-
lui de James Joule (1818-1889) postulant la conservation de l’énergie 4. Mais, Carnot dans
son travail précurseur avait remarqué l’existence d’une dissymétrie entre travail et chaleur,
ce qui mena au deuxième principe de la thermodynamique introduit par Rudolf Clausius
(1822-1888) 5 et au concept d’entropie (puis plus tard à la thermodynamique des proces-
sus irréversibles). La thermodynamique de nos jours contribue à expliquer les phénomènes
complexes dans des domaines divers qui ne sont plus forcément liés à l’énergétique. En ef-
fet, le second principe et plus précisément l’entropie est un concept très vaste à travers ses
diverses définitions (entropie de Clausius, de Boltzmann, de Gibbs-Shannon, de Rényi, de
Tsallis... voir Pellegrino et Ghibaudi [2014]) et contribue à étudier l’organisation et la confi-
guration des systèmes.

Toute transformation réelle d’un système est irréversible du point de vue du deuxième
principe, l’entropie parait de fait offrir une mesure naturelle de la dégradation faisant de ce
concept, un outil d’étude du comportement d’un matériau.

2.2 Fatigue : présentation et modèles

La défaillance d’une structure ou d’une de ses parties soumise à des cycles de sollicita-
tions est un domaine d’intérêt majeur puisque diverses applications mécaniques existent au
sein de l’économie actuelle. On dit d’un matériau qu’il est soumis à la fatigue lorsqu’il subit
des sollicitations cycliques menant après un certain temps, à une formation de fissures puis
à la rupture. La prédiction de la durée de vie d’un matériau possède par conséquent une di-
mension sociétale non négligeable, on peut citer par exemple un accident de déraillement

1. Dans ses Philosophiæ Naturalis Principia Mathematica (1687), Newton introduit à la fois le calcul diffé-
rentiel et ses trois lois de la mécanique.

2. Définition donnée par Young : "Le module d’élasticité d’une substance quelconque est une colonne de
cette même substance capable d’exercer sur sa base une pression qui est, par rapport au poids causant un
certain degré de compression, comme la longueur de cette substance par rapport à sa diminution de longueur".

3. Réflexions sur la puissance motrice du feu et sur les machines propres à développer cette puissance
(1824).

4. Les deux articles de Joule permettent à la fois la mise en évidence du premier principe, mais aussi la
création de la calorie comme unité : On the Mechanical Equivalent of Heat - On the Existence of an Equivalent
Relation between Heat and the ordinary Forms of Mechanical Power (1845).

5. La communauté scientifique était réticente concernant l’idée d’entropie, il lui faudra huit ans pour
qu’elle soit acceptée : Ueber eine veränderte Form des zweiten Hauptsatzes der mechanischen Wärmetheo-
riein (1854) - Über die Wärmeleitung gasförmiger Körper (1862).
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2.2 Fatigue : présentation et modèles

de train au Canada [BST, 2009].

2.2.1 Mécanismes et généralités sur la fatigue

Caractéristiques de la fatigue

Les premiers travaux réalisés sur l’étude de la fatigue remontent à Albert un ingénieur
allemand dans l’environnement minier 6. À leur tour Rankine 7, Morin 8 puis Poncelet 9 (qui
dénommera la fatigue comme le phénomène de vieillissement du matériau), étudierons ce
phénomène nouveau pour l’époque. C’est August Wöhler qui sera le premier à introduire la
notion de durée de vie à travers ses courbes contrainte-nombre de cycles à rupture 10. Cette
courbe aussi appelée courbe de Wöhler, permet de catégoriser les trois types de fatigue :

— La fatigue à faible nombre de cycles (low cycle fatigue < 105 cycles) aussi appelée fa-
tigue oligocyclique qui concerne les grandes contraintes

— La fatigue à grand nombre de cycles (high cycle fatigue < 107 cycles) aussi appelée
domaine d’endurance limitée qui concerne les contraintes intermédiaires

— La fatigue à très grand nombre de cycles (very high cycle fatigue > 107 cycles) aussi
appelée domaine d’endurance qui concerne les très faibles contraintes

Dans le cadre d’essais mécaniques en laboratoire, on se limite généralement à des sollici-
tations cycliques de type sinusoïdales et uniaxiales. Dès lors, la réponse classique contrainte-
déformation se traduit habituellement par une boucle d’hystérésis en fatigue oligocyclique
(voir figure 2.1) dépendante des sollicitations et de leurs amplitudes aboutissant aux défini-
tions de l’amplitude de contrainte et de la contrainte moyenne :

∆σ

2
=
σmax −σmi n

2
et σm =

σmax +σmi n

2
(2.1)

L’évolution du chargement (σ) en fonction du temps d’une part, et le ratio de charge (Rσ)
d’autre part permettent de distinguer les différents types de sollicitations (figure 2.2) que l’on
utilise en fatigue à faible et grand nombre de cycles (avec f la fréquence de sollicitation) :

σ =σm +∆σ
2

sin
(
2π f t

)
et Rσ =

σmi n

σmax
(2.2)

Lors d’un test en laboratoire, on peut choisir d’asservir en contrainte ou bien en défor-
mation suivant les paramètres que l’on souhaite contrôler. En asservissant en contrainte par
exemple, la boucle d’hystérésis contrainte-déformation possède différents comportements
suivant le matériau sollicité ou l’état d’endommagement de celui-ci :

— Lorsque le matériau est sollicité élastiquement, l’aire de l’hystérésis est nulle et iden-
tique à chaque cycle.

— Le phénomène d’adaptation correspond à un matériau qui, sollicité plastiquement
dans un premier temps va tendre vers un comportement élastique au fil des cycles

— L’accommodation plastique correspond à une stabilisation de la boucle d’hystérésis
après plusieurs cycles

— L’effet rochet est relatif à une augmentation de la déformation plastique moyenne jus-
qu’à la rupture de l’échantillon

6. Über Treibseile am Harz (1837).
7. On the causes of unexpected breakage of the journals of the railway axles and on the means of preventing

such accidents by observing the law of continuity in their construction (1842).
8. Leçons de Mécanique Pratique - Résistance des Matériaux (1853)
9. Introduction à la Mécanique Industrielle, Physique ou Expérimentale (1939)

10. Über die Festigkeits-Versuche mit Eisen und Sthal
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2. FATIGUE ET THERMODYNAMIQUE CLASSIQUE

FIGURE 2.1 – Boucle d’hystérésis contrainte-déformation symbolisant un cycle de sollicitation
[Rabbe et al., 2016]

____________________________________________________________________________________________________________________   ESSAIS DE FATIGUE

Toute reproduction sans autorisation du Centre français d’exploitation du droit de copie est strictement interdite.
© Techniques de l’Ingénieur, traité Matériaux métalliques M 4 170 − 5

La contrainte maximale de flexion σ sur la fibre externe se calcule
par la formule de Navier :

avec M moment fléchissant par rapport à la section consi-
dérée : M = P ·  (P charge appliquée,  longueur du
bras de levier), 

I moment d’inertie de la section par rapport à l’axe
neutre, 

v distance de la fibre externe à la fibre neutre, 

I/v = πd 3/32 pour une section circulaire de diamètre d, 

I/v = a 3/6 pour une section carrée de côté a.

La mise en charge se fait par application de poids à l’extrémité du
bras de levier.

La première vérification doit porter sur la justesse des masses
appliquées et la longueur des bras de levier. Après un étalonnage
statique à charge croissante puis décroissante, on procède à un éta-
lonnage dynamique avec le barreau dynamométrique en rotation.
Cet étalonnage a pour objet de vérifier que la présence de défauts
d’équilibrage éventuels n’entraîne pas lors des essais, des sollicita-
tions de l’éprouvette différentes de celles recherchées. La procédure
est identique à celle décrite dans le paragraphe 1.5.2 à l’exception
du barreau dynamométrique qui doit avoir la forme d’une éprou-
vette de flexion rotative cylindrique. Le dispositif de jauges est relié

au système d’analyse par l’intermédiaire d’un collecteur tournant ou
d’un système émetteur-récepteur. On trace des courbes d’étalon-
nage donnant le moment fléchissant M en fonction des paramètres
de la machinerie (masse et bras de levier).

2. Essais d’endurance 
sous amplitude constante

2.1 Classification des sollicitations

Les contraintes périodiques qui existent en service sont en géné-
ral sinusoïdales et, selon la valeur de la contrainte statique σs que
l’on superpose, on distingue :

— les contraintes alternées pures 
ou symétriques .........................................................σs = 0 (σm = 0) ;

— les contraintes alternées
dissymétriques ........................................σs < σa (0 < < σa) ;

— les contraintes répétées ......................................σs = σa (σm = σa) ;
— les contraintes ondulées ......................................σa < σs (σa < σm).

avec σa amplitude de la contrainte variable et σm contrainte
moyenne (égale à la contrainte statique σs) (figure 3).

σ M
I v⁄
---------=

, ,

σm

Figure 3 – Classification des sollicitations
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FIGURE 2.2 – Classification des sollicitations [Rabbe et al., 2016]

Mécanismes de la fatigue

Deux types d’initiations de fissure en fatigue sont décrites dans la littérature. Le premier
type étant l’initiation de fissure en surface et le deuxième étant une initiation au niveau
d’une inclusion interne au matériau. Ces différents types d’initiations ont une même origine,
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2.2 Fatigue : présentation et modèles

les lignes de glissement causées par la dynamique des dislocations (phénomène de Frank-
Read par exemple en figure 2.3 et figure 2.4). Certaines d’entre elles sont appelées bandes de
glissement persistantes, elles manifestent le caractère irréversible du phénomène de fatigue
car elles réapparaissent lors de la reprise d’un test, même après un polissage. Pour ce qui est
de la propagation des fissures, celle-ci suit deux stades. Un premier où les microfissures se
propagent suivant le plan des bandes de glissement au niveau du grain (stade I - figure 2.5),
puis un deuxième stade où la fissure traverse les grains perpendiculairement à la contrainte
principale (stade II - figure 2.5).

FIGURE 2.3 – Boucle de Franck-Read simulée
[Fivel et Verdier]

FIGURE 2.4 – Boucle de Franck-Read in vivo
[Fivel et Verdier]

FIGURE 2.5 – Les différents stades de propagation de fissure [Bathias et Baïlon, 1997]

Dans le cas général de fatigue oligocyclique à déformation imposée, trois phases liées
aux phénomènes physiques en microstructure apparaissent durant le test (figure 2.6) :

— Dans un premier temps, la contrainte augmente fortement lors des premiers cycles
ainsi que la température témoignant d’une accumulation d’énergie.

— Ensuite, l’amplitude de contrainte et la température se stabilisent.

— La dernière étape correspond à un écroulement de la contrainte associée à la création
de macrofissures et accompagnée d’une brusque augmentation de température.

Les deux premières phases correspondent au stade I d’amorçage qui équivaut à la dyna-
mique des dislocations avant la création d’une fissure, avec création de dislocation à par-
tir de défauts existants, annihilation des dislocations de sens opposés puis apparition de
bandes de glissements persistantes. Le dernier stade correspond à la propagation de fis-
sure, avec une première phase d’orientation où des fissures s’amorcent dans la direction des
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2. FATIGUE ET THERMODYNAMIQUE CLASSIQUE

FIGURE 2.6 – Les trois phases typiques d’un essai de fatigue

bandes de glissements persistantes puis, après avoir outrepassé les barrières microstructu-
rales comme les joints de grains, deviennent une macrofissure qui se propage perpendicu-
lairement à la direction de la contrainte principale. La phase finale est ainsi une phase de
propagation à proprement parler avec un accompagnement de striations et d’oxydation. À
faible contrainte, la formation et la phase d’orientation représentent entre 40 et 99 % de la
durée de vie du matériau (voir 90-99 % en fatigue gigacyclique), en effet, l’apparition des
bandes de glissement est précoce, mais c’est la formation des microfissures dans celles-ci
qui est lente. De plus, la fissure peut s’amorcer directement en stade II, lorsque de grosses
inclusions clivées conduisent à des stries aiguës. Pour les grandes contraintes, la proportion
est inversée et 10 % de la durée de vie seulement correspond à l’amorçage contre 90 % pour
la propagation [Bathias, 2013].

2.2.2 Modèles d’estimation du nombre de cycles à rupture

Modèles basés sur la déformation

Les modèles d’estimation du nombre de cycles à rupture ont été proposés initialement
par Manson [1964a] et Coffin [1971] à travers une loi empirique pour la fatigue oligocyclique.
Cette loi relie le nombre de cycles à rupture du matériau à la déformation plastique.

∆εp

2
= ε′f N f

c (2.3)

∆εp : Variation de déformation plastique

ε′f : Coefficient de ductilité en fatigue

N f : Nombre de cycles à rupture

c : Exposant de ductilité en fatigue

Des lois de plasticité ont aussi été étendues à la fatigue oligocyclique (type Ramberg-
Osgood). Stephens et al. [2001] utilisent ainsi :

∆ε

2
=
∆εe

2
+∆εp

2
=
σ′

f

Ey

(
2n f

)b +ε′f
(
2n f

)c =
∆σ

2Ey
+

(
∆σ

2K′

)1/n′

(2.4)

K′ =
σ′

f

(ε′f )b/c
n′ = b/c (2.5)
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2.2 Fatigue : présentation et modèles

∆σ : Amplitude de contrainte [Pa]

Ey : Module de Young [Pa]

K′ : Module d’écrouissage cyclique [Pa]

n′ : Exposant d’écrouissage cyclique

σ′
f : Coefficient de résistance à la fatigue [Pa]

ε′f : Coefficient de ductilité en fatigue

2n f = N f : Nombre de cycles à rupture

b : Exposant de résistance à la fatigue

c : Exposant de ductilité en fatigue

Modèles basés sur l’énergie

Le rôle de la dissipation d’énergie associée à la déformation plastique fut étudié par Mor-
row [1965] et Halford [1966] (figure 2.7), en la liant aux relations empiriques existantes :

Wp = 4σ′
f ε

′
f

(
c −b

c +b

)(
2n f

)b+c (2.6)

Wp : Travail de déformation plastique cyclique
[
J/m3cycle

]
σ′

f : Coefficient de résistance à la fatigue [Pa]

ε′f : Coefficient de ductilité en fatigue

2n f = N f : Nombre de cycles à rupture

b : Exposant de résistance à la fatigue

c : Exposant de ductilité en fatigue

Puis l’énergie stockée par le matériau fut abordée [Aravas et al., 1990, Bever et al., 1973,
Clarebrough et al., 1957] (figure 2.8, figure 2.9). Park et Nelson [2000] quant à eux intro-
duisent des relations liant le nombre de cycles à rupture et les énergies de déformation plas-
tique et de déformation élastique pour la fatigue à faible et grand nombre de cycles :

WT = Wp +We = ANα
f +BNβ

f (2.7)

A = 22+b+cσ′
f ε

′
f

(
c −b

c +b

)
α = b + c B =

22b+1 (1+ν)σ′
f

2

3Ey
β = 2b (2.8)

Wp : Travail de déformation plastique cyclique
[
J/m3cycle

]
We : Travail de déformation élastique cyclique

[
J/m3cycle

]
WT : Travail de déformation cyclique total

[
J/m3cycle

]
σ′

f : Coefficient de résistance à la fatigue [Pa]

ε′f : Coefficient de ductilité en fatigue

N f : Nombre de cycles à rupture

b : Exposant de résistance à la fatigue

c : Exposant de ductilité en fatigue

Ey : Module de Young [Pa]

ν : Coefficient de Poisson

Une autre direction a été proposée à travers l’utilisation de la chaleur comme critère
d’étude valable pour la fatigue, et non plus le travail de déformation seul [Fargione et al.,
2002, Iacoviello et al., 2015, La Rosa et Risitano, 2000, Meneghetti et Ricotta, 2012] (figure 2.10).
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2. FATIGUE ET THERMODYNAMIQUE CLASSIQUE

FIGURE 2.7 – Énergie de déformation plastique cyclique en fonction de la durée de vie [Morrow, 1965]

FIGURE 2.8 – Énergie stockée dans le cuivre à la première compression puis à la seconde, pour des
vitesses différentes en première compression [Bever et al., 1973]

FIGURE 2.9 – Comparaison du modèle théo-
rique et des données expérimentales de la lit-
térature pour la fraction d’énergie bloquée en
fonction de l’énergie de déformation
[Aravas et al., 1990]

FIGURE 2.10 – Densité d’énergie chaleur cyclique
en fonction de la durée de vie d’un acier inoxy-
dable 304 pour différentes amplitudes de défor-
mation [Meneghetti et Ricotta, 2012]
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2.2 Fatigue : présentation et modèles

Modèles basés sur l’entropie

Dans un premier temps, l’entropie a été utilisée comme critère de prédiction pour la rup-
ture mécanique [Ital’yantsev, 1984a,b] puis, la création d’entropie classique et l’entropie de
Boltzmann ont été utilisées par Basaran et Nie [2004] et Basaran et al. [2003] dans le cadre
de l’endommagement des matériaux allant jusqu’à la thermodynamique de la dégradation
[Bryant et al., 2008]. Dans un deuxième temps, il a été observé qu’un matériau soumis à
une fatigue oligocyclique possède une valeur seuil de production d’entropie au-delà de la-
quelle la rupture en fatigue est inévitable, et ce, indépendamment des paramètres du sys-
tème (taille, type de sollicitation, amplitude et fréquence de sollicitation...). Ce que Khonsari
et Amiri [2012] appelle la Fracture Fatigue Entropy (FFE) est précisément cette constante,
apparemment intrinsèque au matériau et représentant le maximum d’entropie accumulée
au sein de l’échantillon (obtenue dans le cadre d’essais en fatigue oligocyclique). Le premier
article consacré à l’étude de la FFE provient de Naderi et al. [2009], où la base thermodyna-
mique est reprise, et un modèle de travail de déformation plastique basé sur la loi de Morrow
(équation 2.6) est utilisé pour estimer la FFE à partir de différents types d’essais. Les résultats
obtenus de la FFE (pour un matériau donné) apparaissent assez constants et peu sensibles
à la variation de fréquence, d’épaisseur, d’amplitude de déplacement ou encore du type de
sollicitation (figure 2.11 - figure 2.12).434 M. Naderi et al.
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Figure 6. Fracture fatigue entropy versus the number of cycles to failure for different bending
fatigue tests of Al 6061-T6 with different specimen thicknesses, frequencies and displacement
amplitudes. Fracture fatigue entropy remains at roughly 4 MJ m−3 K−1, regardless of the thickness
load and frequency. Displacement amplitude is varied from 25 to 50 mm. Filled circle, thickness =
6.35 mm, f = 10 Hz; filled diamond, thickness = 3.00 mm, f = 10 Hz; filled star, thickness = 4.82 mm,
f = 10 Hz; unfilled circle, thickness = 6.35 mm, f = 6.5 Hz; unfilled triangle, thickness = 4.82 mm,
f = 12.5 Hz; unfilled star, thickness = 6.35 mm, f = 6.5 Hz; unfilled diamond, thickness =
6.35 mm, f = 12.5 Hz.
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Figure 7. Experimental fracture fatigue entropy versus the number of cycles to failure for tension-
compression, bending and torsional fatigue tests of Al 6061-T6 at frequency 10 Hz. Fracture
fatigue entropy remains at about 4 MJ m−3 K−1 for both tension-compression and bending fatigue.
Displacement amplitude is varied from 25 to 50 mm. Filled square, tension-compression; filled circle,
bending; filled star, torsion.

of frequency and geometry. It is to be noted that the fatigue life of a specimen
undergoing a cyclic load is only weakly dependent on the test frequencies (Morrow
1965; Liaw et al. 2002) up to 200 Hz.
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FIGURE 2.11 – Résultats de la FFE pour l’aluminium 6061-T6 en fatigue de type flexion avec des am-
plitudes de déplacement variant de 25 à 50mm (cercle rempli : épaisseur 6.35mm - f=10Hz ; diamant
rempli : épaisseur 3.00mm - f=10Hz ; étoile remplie : épaisseur 4.82mm - f=10Hz ; cercle vide : épais-
seur 6.35mm - f=6.5Hz ; triangle vide : épaisseur 4.82mm - f=12.5Hz ; étoile vide : épaisseur 6.35mm -
f=6.5Hz ; diamant vide : épaisseur 6.35mm - f=12.5Hz) [Naderi et al., 2009]

Naderi et Khonsari [2010a,b] se sont intéressés au lien existant entre l’accumulation de
l’endommagement et la production d’entropie, puis à l’accumulation d’endommagement
dans le cas de chargements variables où l’endommagement est exprimé en fonction de la
production d’entropie. L’évolution de l’endommagement semble ainsi universelle et indé-
pendante des conditions expérimentales (figure 2.13 - figure 2.14). De plus, l’analyse ther-
modynamique par la production d’entropie s’est étendue aux composites à travers Naderi et
Khonsari [2012] et à l’étude de l’effet de la concentration de contrainte sur la FFE [Liakat et
Khonsari, 2015a] (figure 2.15 - figure 2.16).
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434 M. Naderi et al.
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Figure 6. Fracture fatigue entropy versus the number of cycles to failure for different bending
fatigue tests of Al 6061-T6 with different specimen thicknesses, frequencies and displacement
amplitudes. Fracture fatigue entropy remains at roughly 4 MJ m−3 K−1, regardless of the thickness
load and frequency. Displacement amplitude is varied from 25 to 50 mm. Filled circle, thickness =
6.35 mm, f = 10 Hz; filled diamond, thickness = 3.00 mm, f = 10 Hz; filled star, thickness = 4.82 mm,
f = 10 Hz; unfilled circle, thickness = 6.35 mm, f = 6.5 Hz; unfilled triangle, thickness = 4.82 mm,
f = 12.5 Hz; unfilled star, thickness = 6.35 mm, f = 6.5 Hz; unfilled diamond, thickness =
6.35 mm, f = 12.5 Hz.
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Figure 7. Experimental fracture fatigue entropy versus the number of cycles to failure for tension-
compression, bending and torsional fatigue tests of Al 6061-T6 at frequency 10 Hz. Fracture
fatigue entropy remains at about 4 MJ m−3 K−1 for both tension-compression and bending fatigue.
Displacement amplitude is varied from 25 to 50 mm. Filled square, tension-compression; filled circle,
bending; filled star, torsion.

of frequency and geometry. It is to be noted that the fatigue life of a specimen
undergoing a cyclic load is only weakly dependent on the test frequencies (Morrow
1965; Liaw et al. 2002) up to 200 Hz.

Proc. R. Soc. A (2010)

 on December 5, 2013rspa.royalsocietypublishing.orgDownloaded from 

FIGURE 2.12 – Résultats de la FFE pour l’acier 304 en fatigue de type flexion et torsion avec des ampli-
tudes de déplacement variant de 25 à 50mm (cercle rempli : flexion - f=10Hz ; triangle rempli : flexion
- f=18Hz ; diamant rempli : flexion - f=6Hz ; étoile remplie : torsion - f=10Hz) [Naderi et al., 2009]

Des réflexions théoriques complémentaires ont été menées sur la mécanique en lien avec
la thermodynamique et la production d’entropie marquant l’irréversibilité des phénomènes
par l’intermédiaire de Amiri et Khonsari [2010a], Amiri et Modarres [2014], Amiri et al. [2015].
Par exemple, à partir du postulat de l’existence d’une FFE constante, Amiri et Khonsari [2012]
parviennent à retrouver les lois de Coffin-Manson et de Miner pour l’endommagement, puis,
à partir du théorème de dégradation de Bryant et al. [2008] qui lie création d’entropie et co-
efficient de dégradation, déduisent un lien entre le coefficient de dégradation et la constante
de la loi de Paris (loi de croissance de fissure en fatigue). Pour finir, il existe des moyens ra-
pides d’estimer à la fois la FFE, l’endommagement et la durée de vie en fatigue, mis au point
en utilisant la pente des phases d’augmentation de température lorsque le matériau est solli-
cité [Liakat et Khonsari, 2014a,b] (figure 2.17). Une extension à la fatigue à grand nombre de
cycles [Liakat et Khonsari, 2015b] (figure 2.18) et une application à la prédiction d’initiation
de fissure [Ontiveros et al., 2015] ont aussi été explorées.

Propriétés en fatigue

Les lois évoquées à savoir la loi de Morrow (équation 2.6) et le modèle de Park et Nelson
(équation 2.7 et équation 2.8) permettent l’estimation d’un travail de déformation plastique,
mais nécessitent la connaissance des propriétés en fatigue du matériau étudié, soit :

→ σ′
f et ε′f représentant les coefficients de résistance à la fatigue et de ductilité en fatigue

→ b et c représentant les exposants de résistance à la fatigue et de ductilité en fatigue

La finitude du nombre d’échantillons à disposition nous impose de nous concentrer sur
l’estimation de la FFE plutôt que sur la détermination des propriétés en fatigue. En effet, ces
coefficients et exposants peuvent être déterminés par des méthodes plus ou moins géné-
rales. Morrow [1965] fut le premier à estimer les exposants en fatigue à partir de ce que l’on
appelle l’exposant d’écrouissage cyclique n′ :

b =
−n′

1+5n′ c =
−1

1+5n′ (2.9)
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Fig. 3. Typical temperature evolution during constant load. During the first stage,
temperature drastically increases due to inelastic effect. Then, during equilibrium
stage (stage II) temperature slightly decreases due to the formation of new sur-
faces as a result of micro-cracks creation. Finally, temperature abruptly increases
according to the large plastic deformation at the tip of the macro-crack.

III). The first stage of the temperature evolution is limited to a very
low number of cycles—in general, about 10% of the entire lifespan
of the specimen [44]. In this phase, the initial rise in tempera-
ture represents the material’s response to the sudden movement
of dislocations and defects accompanied with surface intrusion and
extrusion [3–6,39]. During the second stage, the cyclic stress and
strain response becomes stable. As a result, the hysteresis-energy
generation and heat dissipation are in balance and temperature
becomes steady. It is worthwhile to mention that in this stage, a
slight decrease in temperature is observed. This can be attributed, in
part, to heat loss to the surroundings [45] due to the creation of new
surfaces as a result of micro-cracks formation [46]. Hence, in the
process of heat balance between the hysteresis-energy generation
and dissipation to the surroundings, the surface temperature of the
specimen decreases slightly [45,47]. In the third phase which last
within 5–10% of the entire lifespan, the temperature rises rapidly
after a comparatively small number of cycles until failure occurs
due to large plastic deformation caused by stress concentrations at
the crack tips [48–51].

Fig. 4 shows an example of the surface temperature evolution
of SS 304 specimen subjected to a three-stage loading (50.8 mm
to 46.99 mm to 44.45 mm). The temperatures were measured near
the clamped end of the specimen where fracture occurs. The surface
temperature is seen to rapidly increase at the beginning of the test
due to inelastic effect [50] up to the point where the load is switched
to a lower value. During the first loading period, first, slip bands
occur followed by fine micro-cracks. Since, switching the load must
be manually applied, the specimen’s surface temperature drops.

4. Results and discussion

To investigate the role of variable loading effects on the crack
initiation and propagation based on the accumulation of entropy
generation, we present the results of a series of multistage load-
ing tests (with both two- and three-stage loading sequences) and
make use of the general fatigue damage formula, Eq. (7), and the
entropy generation relationship, Eq. (12), to evaluate the evolution
of damage.

4.1. Multistage loading

This section presents the results of fatigue damage evolution for
bending fatigue tests of Al 6061-T6 and SS 304 at frequency 10 Hz
under both two- and three-stage amplitude loading sequences.

Fig. 4. Temperature evolution vs. fatigue life for bending test of SS 304 under three-
stage variable load (50.88 mm to 46.99 mm to 44.45 mm) at frequency 10 Hz. During
the first stage, temperature increases up to the point where the load is switched to
the lower value. During the second stage temperature starts to increase and then
tend to a stationary value until the beginning of the third stage where the load
is changed. At this stage the specimen experiences another temperature increase
and stationary value until it suddenly begin to rise, shortly before failure occurs.
The beginning of each load follows with temperature increase up to the stationary
temperature due to inelastic effect as a result of material resistance to deforma-
tion. Total process of fatigue damage consists of micro-crack initiation, micro-crack
propagation, macro-crack initiation and macro-crack propagation.

4.1.1. Two-stage loading
In order to examine the validity of damage evolution relation

based on the entropy production (Eq. (7)) under variable loading,
Bhattacharya and Ellingwood [28] developed the following fatigue
damage relationship applicable to two-stage loading sequence.

D = 1 − (1 − D0)

n1∏

k=1

f (εk, ˝)

n2∏

k=n1+1

f (εk, ˝) (14)

where n1 and n2 represent the number of cycle during stage 1
and 2, respectively. εk denotes the strain limit in cycle k. ˝ =
{E, � ′

f
, ε′

f
, n′, Se} represent a set of material parameters. Specifically,

� ′
f

and ε′
f

are the fatigue strength and the fatigue ductility coeffi-
cient, n′ represents the cyclic strain hardening exponent, and E and
Se are the elastic modulus and the endurance limit, respectively.
The function f(εk,˝) is defined as follows:

f (εk, ˝) =
(1/(1 + n′)) �ε1+n′

0 − �εn′
plk

�ε0 + Ck

(1/(1 + n′)) �ε1+n′
pmk

− �εn′
plk

�εpmk
+ Ck

(15)

where

Ck = 3
4

�f

K ′ −
�ε1+n′

p0k

1 + n′ + �εn′
plk

�εp0k
(16)

�εpmk
, �εp0k

, and �ε0k
are obtained in terms of ��m and �� l

which are maximum and minimum nominal stress.

�εpmk
=
(

��m

K ′(1 − Dk−1)

)1/n′

(17)

�εplk
=
(

��lk

K ′(1 − Dk−1)

)1/n′

(18)

�ε0k
=
(

��lk

K ′(1 − Dk−1)
+ Se

K ′

)1/n′

(19)

where Dk−1 is the damage value in cycle k − 1.
The material properties are reported in Table 3 [52–55].
Fig. 5 shows damage variation vs. fatigue life of Al 6061-T6 sub-

jected to a loading amplitude of 41.91 to 34.29 (mm) and 34.29

FIGURE 2.13 – Évolution de la température pour le SS 304 en fonction du nombre de cycles pour des
amplitudes de déplacement étagées [Naderi et Khonsari, 2010b]6138 M. Naderi, M.M. Khonsari / Materials Science and Engineering A 527 (2010) 6133–6139

Fig. 8. Damage evolution vs. normalized entropy production (normalization with
respect to FFE) of different fatigue tests (bending, torsion, and tension–compression
test) with different loads, thicknesses, loading sequences and frequencies for Al
6061-T6. Damage evolution-based entropy production is independent of load, fre-
quency, and loading history and has no knee point under variable amplitude loading.

entropy production rate, i.e., in Fig. 7b micro-crack growth rate, the
degree of irreversibility and entropy production per cycle acceler-
ates due to the decrease of strain energy per cycle. In contrast, in
Fig. 7a the rate of degradation decelerates due to the transition to
a lower load level. It is also to be noted that changing the load level
varies the stress concentration at the tip of the cracks. Hence, the
amount of plastic energy, which affects entropy production rate,
changes. It can be seen that the proposed damage evolution model,
based on entropy production is capable of predicting degradation
process of the specimen under multistage loading.

4.2. Universal damage evolution

In this section we develop a universal damage evolution model
based on the concept of the thermodynamic fatigue fracture
recently introduced in [36]. We show how the concept of tallying
the entropy production during the fatigue process can be utilized
to assess degradation.

According to Naderi et al. [36], simultaneous with the rise of
degradation, entropy continuously increases towards the fatigue
fracture entropy (FFE). Research shows that regardless of the

Fig. 9. Damage evolution vs. normalized entropy production (normalization with
respect to FFE) of different fatigue tests (bending, torsion, and tension–compression
test) with different loads, thicknesses, loading sequences and frequencies for SS 304.
Damage evolution-based entropy production is independent of load, frequency, and
loading history and has no knee point under variable amplitude loading.

type of the mechanical fatigue process (i.e., bending or torsion,
or tension–compression), FFE is constant unique to the material.
Specifically, for Al 6061-T6, FFE ∼= 4 MJ m−3 K−1 and for SS 304,
FFE ∼= 60 MJ m−3 K−1.

Damage evolution vs. normalized entropy production is plot-
ted in Figs. 8 and 9 for Al 6061-T6 and SS 304, respectively. These
results are normalized with respect to the FFE values for AL6061-
T6 and SS 304. These results have two important implications: (a)
fatigue damage accumulation is independent of load, frequency,
and geometry; and (b) damage behavior under variable loading has
no knee point and independent of multistage loading and load-
ing sequence. As damage progresses towards the final fracture,
the accumulated entropy monotonically increases to the fracture
fatigue entropy (FFE) which is unique for a given material [36].
Note that cumulative entropy production over individual ampli-
tudes sums to unity:

∑n
k=1(sk/sg) = 1. This concept can be utilized

as a criterion for fatigue damage monitoring and preventing the
system under cyclic loading before failure occurs.

5. Conclusions

A series of low-cycle bending, torsion and tension–compression
fatigue experiments is performed to evaluate the general dam-
age evolution based on the thermodynamic entropy production
relation under constant and variable amplitude loading. Infrared
thermographic technique is used to capture the surface tem-
perature evolution of the specimen under fatigue process, and
entropy production is evaluated using the surface temperature
of the specimen. Entropy production is utilized as an effective
tool to measure damage as a degradation of material under
fatigue process. The primary result is a strong correlation between
degradation and entropy production under multistage variable
loading. It is shown that damage variation curve plotted against
entropy production is free of knee point, independent of load,
frequency, load history, and geometry, and has a universal behav-
ior for Al 6061-T6 and SS 304 as the materials under test in
this work. Based on the experimental results, a general dam-
age variable is defined as a function of entropy production
of the form D = ∑n

k=1{DNk−1
+ ((Dc − DNk−1

)/(ln[(1 − (sic/sg))/(1 −
(sk−1/sg))])) ln[(1 − (s/sg))/(1 − (sk−1/sg))]}. It is revealed from this
equation that the irreversible thermodynamic entropy can be uti-
lized to measure the degradation of a system under variable loading
with excellent comparison to the experimental measurements. As
a result, it is shown that the sum of the entropy fractions of the
individual amplitudes is unity and the universal trend of damage
evolution can be applied for structural monitoring system in order
to halt the operation of the system under fatigue prior to failure.
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FIGURE 2.14 – Endommagement en fonction de la production d’entropie (normalisée par la FFE) pour
l’aluminium 6061-T6 dans diverses configurations expérimentales [Naderi et Khonsari, 2010b]

Puis Manson [1964b] mis au point deux méthodes différentes, la première étant la mé-
thode des pentes universelles, utilisant la résistance mécanique (Su) et la réduction de sec-
tion (RA) à la rupture :

σ′
f = 1,9 Su ε′f = 0,76

[
ln

(
1

1−RA

)]0,6

b = −0,12 c = −0,6 (2.10)
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2. FATIGUE ET THERMODYNAMIQUE CLASSIQUE

FIGURE 2.15 – FFE en fonction de la durée de vie
pour des éprouvettes Verre/Epoxy (GR10/FR4)
pour différents chargements (30-50mm d’ampli-
tude de déplacement) à 10Hz et R=-1 en flexion
[Naderi et Khonsari, 2012]

FIGURE 2.16 – FFE en fonction de la durée de
vie pour des éprouvettes d’aluminium 6061 en-
taillées en V et non entaillées et pour différents
chargements et différentes tailles d’éprouvettes
[Naderi et Khonsari, 2010b]

FIGURE 2.17 – Comparaison entre flux d’entro-
pie générée obtenus en utilisant le travail de dé-
formation plastique Wp (tests classiques) et la
pente moyenne Rθ (tests STE short-time excita-
tion) pour l’API 5L X52 et l’Al 6061
[Liakat et Khonsari, 2014b]

FIGURE 2.18 – FFE en fonction de la durée de
vie pour des éprouvettes MCS 1018 pour diffé-
rents chargements (en fatigue à grand nombre
de cycles) [Liakat et Khonsari, 2015b]

Et la seconde, la méthode des corrélations à quatre points se basant sur des tests en trac-
tion monotone, utilisant le module de Young (Ey ) et l’allongement à la rupture (ε f ) :

σ′
f = 1,25σ f ·2b ε′f =

0,125

20c

[
ln

(
1

1−RA

)]3/4

b =
log

(
0,36 Su/σ f

)
5,6

(2.11)

σ f u Su(1+ε f ) c =
1

3
log

0,0066−σ′
f

(
2.104

)b
/Ey

0,239(ln[1/(1−RA)])3/4

 (2.12)

La première méthode fut modifiée par Muralidharan et Manson [1988] donnant l’équa-
tion 2.13 puis la seconde par Ong [1993] donnant l’équation 2.14 :

σ′
f = (0,623)Ey

(
Su

Ey

)0,832

ε′f = 0,0196(Su/Ey )−0,53
[

ln

(
1

1−RA

)]0,155

b = −0,09 c = −0,56

(2.13)
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σ′
f = Su(1+ε f ) ε′f = ε f b =

1

6
log

(
Su/Ey

)0,81

6,25σ f /Ey
c =

1

4
log

0,0074−σ′
f (104)b/Ey

2,074ε f

(2.14)

Socie et al. [1977] présentèrent des lois permettant d’estimer les paramètres en fatigue en se
focalisant sur les aciers, puis dans la continuité, Mitchell [1979] se focalisa sur les aciers dont
la dureté Brinell était inférieure à 500 HB. Bäumel et Seeger [1990] se concentrèrent sur une
différenciation des lois utilisées, menant ainsi à la différenciation des matériaux (Uniform
Material Law, UML) :

σ′
f = 1,5Su ε′f = 0,59 si Su/Ey ≤ 0,003 b = −0,087 c = −0,58

ε′f = 0,812−75 Su/Ey si Su/Ey > 0,003 Aciers (2.15)

σ′
f = 1,67Su ε′f = 0,35 b = −0,095 c = −0,69 Alluminiums - Titanes (2.16)

Roessle et Fatemi [2000] proposèrent une méthode pour les métaux basée sur la dureté Bri-
nell HB (Hardness Method, H) :

σ′
f = 4,25HB+225MPa ε′f =

0,32HB2 −487HB+191.109Pa

Ey
b = −0,09 c = −0,56

(2.17)

Puis, Park et Song [1995] analysèrent plusieurs des méthodes précédentes sur 138 matériaux
dont 116 catégories d’acier, 16 alliages d’aluminium et 6 alliages de titane, ce qui permit de
conclure que les méthodes de Bäumel et Seeger [1990], Muralidharan et Manson [1988] et
Ong [1993] fournissent les meilleures approximations des coefficients pour l’estimation du
nombre de cycles à rupture. Plus récemment, Meggiolaro et Castro [2004] obtinrent une loi
très simple basée sur la méthode des médianes pour les aciers et pour les alliages d’alumi-
nium par l’intermédiaire d’une analyse statistique et une vérification expérimentale conte-
nant 724 catégories d’acier et 81 alliages d’aluminium (Median Method, M) :

σ′
f = 1,5Su ε′f = 0,45 b = −0,09 c = −0,59 Aciers (2.18)

σ′
f = 1,9Su ε′f = 0,28 b = −0,11 c = −0,66 Alliages d’aluminium (2.19)

FIGURE 2.19 – Courbes de Coffin-Manson de
724 aciers pour des températures comprises
entre 21◦C et 800◦C [Meggiolaro et Castro, 2004]

FIGURE 2.20 – Courbes de Coffin-Manson pour
81 alliages d’aluminium et 15 alliages de titane
[Meggiolaro et Castro, 2004]
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2. FATIGUE ET THERMODYNAMIQUE CLASSIQUE

Les méthodes présentées pour estimer les différents coefficients et exposants en fatigue
peuvent présenter une certaine disparité puisque ce sont des lois moyennes pour une grande
quantité de matériaux différents (malgré leur même type). Cette disparité peut mener à des
ordres de grandeur de différence dans l’estimation du nombre de cycles à rupture comme
le souligne Meggiolaro et Castro [2004] (figure 2.19, figure 2.20), et donc à des erreurs sur
l’estimation du travail de déformation plastique. D’autres articles présentent d’ailleurs des
méthodes nouvelles afin de réduire les erreurs des méthodes générales s’appliquant à une
population de matériaux [Basan et al., 2015, Fatemi et al., 2005, Lipski et Mroziński, 2012,
Manson, 1964b, Marohnić et al., 2017] (figure 2.21, figure 2.22, figure 2.23).

FIGURE 2.21 – Courbes de fatigue déterminées par différentes méthodes de la littérature comparées à
l’expérience pour un Al-2024-T3 [Lipski et Mroziński, 2012]

FIGURE 2.22 – Amplitude de contrainte en fonction du nombre de cycles à rupture pour l’Al 7075-T6
(modèle bilinéaire de la courbe contrainte-nombre de cycles à rupture) [Fatemi et al., 2005]
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2.3 La thermodynamique de la fatigue

FIGURE 2.23 – Nombre de cycles à rupture obtenu par l’expérience et comparé aux modèles connus
comme la Hardness Method (H), Uniform Material Law (ULM) et la Median Method (M)
[Basan et al., 2015]

2.3 La thermodynamique de la fatigue

2.3.1 Formulation de la thermomécanique

Premier principe

L’étude thermodynamique d’un échantillon soumis à la fatigue est réalisable en consi-
dérant la méthode de l’état local, ce qui permet d’assimiler le phénomène de fatigue à une
suite de transformations quasi statiques (suite d’états d’équilibres). En d’autres termes, on
considère le temps de relaxation du système à revenir à l’équilibre très inférieur au temps
d’évolution du phénomène. En outre, puisque le nombre de Knudsen (rapport du libre par-
cours moyen des molécules sur l’échelle caractéristique du phénomène), Kn << 1, l’utili-
sation de la mécanique des milieux continus est possible, et les deux principes de la ther-
modynamique classique peuvent être appliqués. Ces deux principes sont de fait appliqués à
un volume de contrôle (Ω) et aux frontières d’un échantillon (∂Ω) soumis à la fatigue (voir
figure 2.24), en considérant −→nx , −→ny et −→nz les normales sortantes du volume de contrôle (cor-
respondant à chacune des coordonnées spatiales étudiées, on utilisera −→n dans la suite pour
alléger l’écriture).

L’équation de bilan de puissance et le théorème de l’énergie cinétique s’écrivent :

d

d t
(dE+dK) =

d

d t
(δW +δQ) = δẆ +δQ̇

dK

d t
= δẆ +δẆi nt (2.20)
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Ω
∂Ω

−→nx

−→ny
−→nz

FIGURE 2.24 – Volume de contrôle et frontières d’étude pour une éprouvette plate

E =
∫
ΩdE =

∫
Ωρe dΩ

E représente l’énergie interne, e l’énergie interne massique et ρ la masse volumique

K =
∫
ΩdK =

∫
Ω

1

2
ρ−→v ·−→v dΩ

K correspond à l’énergie cinétique, et −→v le champ de vitesse (référentiel galiléen)

Ẇ =
∫
ΩδẆ =

∫
Ω
−→
f ·−→v dΩ+∫

∂Ω
−→
F ·−→v d (∂Ω)

Ẇ représente la puissance des efforts extérieurs sur le volume Ω,
−→
F et

−→
f sont les efforts

surfacique et volumique qui s’exercent sur ∂Ω etΩ

Ẇi nt = −∫
Ωσ : DdΩ

Ẇi nt symbolise la puissance des efforts intérieurs, produit doublement contracté du ten-
seur des contraintes σ et du tenseur vitesse de déformation D, opérants sur le volumeΩ

Q̇ =
∫
ΩδQ̇ =

∫
Ω ṙ dΩ−∫

∂Ω
−̇→q −→n d (∂Ω)

Q̇ correspond à la puissance du transfert de chaleur, r est la puissance de la source volu-

mique de chaleur et −̇→q la puissance volumique de chaleur reçue à travers la surface ∂Ω

dX
d t représente la variation temporelle de la variable X qui peut aussi être notée Ẋ

δ représente la dépendance au trajet suivi ( 6= fonction d’état), par exemple on peut mon-
trer que les dérivées partielles successives par rapport à des variables d’état (contrainte,
température...) dépendent de l’ordre dans lequel la dérivation a lieu.
Généralement, les fonctions d’état intensives seront affectées à des minuscules et les fonc-
tions d’état extensives aux majuscules.

Le théorème de Green-Ostrogradski, ou théorème de la divergence permet d’écrire l’in-
tégrale d’un flux sur une surface fermée comme étant l’équivalent de la divergence de ce flux
dans un volume : ∫

∂Ω

−→q ·−→n d (∂Ω) =
∫
Ω

di v−→q dΩ (2.21)
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2.3 La thermodynamique de la fatigue

L’équation est effective sur le domaine Ω et en admettant la continuité de l’intégrale, le
reste, quel que soit le point étudié du domaine. De plus, en utilisant le théorème du transport
de Reynolds (en considérant ρ constante, la dérivée convective étant nulle) on peut écrire :

d

d t

(∫
Ω
ρedΩ

)
=

∫
Ω
ρ

de

d t
dΩ (2.22)

Ce qui permet finalement d’aboutir au premier principe sous forme locale :

ρ
de

d t
=σ : D+ ṙ −di v−̇→q (2.23)

Deuxième principe

On écrit maintenant le bilan d’entropie par unité de temps (deuxième principe), en uti-
lisant les deux théorèmes précédents :

d

d t

(∫
Ω
ρsdΩ

)
=

∫
Ω
ρ

d s

d t
dΩ⇒ dS

d t
=

d

d t

(∫
Ω

r

T
dΩ−

∫
∂Ω

−→q ·−→n
T

d (∂Ω)

)
+ Ṡi r r (2.24)

dS

d t
=

d

d t

(∫
ΩρsdΩ

) Variation d’entropie dans le volumeΩ,
s entropie massique

dScha

d t
=

d

d t

(∫
Ω

r

T
dΩ−∫

∂Ω

−→q ·−→n
T

d (∂Ω)

)
Variation d’entropie associée à la chaleur,
forme d’énergie "dégradée"

dSi nt

d t
= Ṡi r r ≥ 0

Variation d’entropie interne, terme de créa-
tion d’entropie caractéristique de l’irréver-
sibilité d’un phénomène

T Température absolue

Le terme de création d’entropie est difficile à estimer, par conséquent, on utilise l’inéga-
lité de Clausius-Duhem (idéale pour caractériser les processus de dissipation d’un matériau)
et les théorèmes de Green-Ostrogradski et de transport de Reynolds pour obtenir l’expres-
sion locale du deuxième principe :

ρṡ + di v−̇→q
T

−−̇→q ·
−−−−→
g r ad(T)

T2
− ṙ

T
≥ 0 (2.25)

Les équations précédentes sont des équations générales prenant en compte un matériau
produisant de la chaleur grâce à un terme source de chaleur volumique (interne ou externe).
Cependant, ce terme source peut ne pas toujours être présent et généralement dans le cadre
de l’étude du transfert thermique, ce terme est négligé. De plus, le fait de postuler l’état local
permet la description des fonctions d’état telles que l’énergie et l’entropie par des variables
d’état observables comme la température et des variables dites internes, liées à des phéno-
mènes physiques plus complexes comme le serait un changement de phase ou l’écrouissage
au sens général.
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Utilisation de l’énergie libre de Helmholtz

On introduit l’énergie libre massique de Helmholtzψ, potentiel thermodynamique défini
comme la transformée de Legendre de l’énergie interne massique :

ψ = e −Ts et ψ̇ = ė −Tṡ − sṪ (2.26)

Puis en remplaçant l’énergie et l’entropie par leurs expressions :

−ρ
T

(
ψ̇+ sṪ

)+ σ : D

T︸ ︷︷ ︸
Partie mécanique

+
(
−
−̇→q
T2

·−−−−→g r ad(T)

)
︸ ︷︷ ︸

Partie thermique

≥ 0 (2.27)

On observe ainsi dans l’équation 2.27 deux composantes sources de création d’entropie.
Une part de création liée à la mécanique et une part de création liée à la thermique. On peut
continuer à simplifier l’équation précédente en utilisant l’hypothèse des petites perturba-
tions (HPP), ce qui nous permet de linéariser le tenseur vitesse de déformation :

D = ε̇ = ε̇p + ε̇e (2.28)

ε̇p Tenseur des vitesses de déformation plastique

ε̇e Tenseur des vitesses de déformation élastique

On utilise maintenant le théorème de dérivation des fonctions composées pour l’éner-
gie libre massique de Helmholtz à partir de nouvelles variables en considérant une loi de
comportement de l’énergie libre de Helmholtz dépendante de la déformation élastique, de
la température et de variables internes :

dψ

d t
=

dψ

dεe
· dεe

d t
+ dψ

dT
· dT

d t
+ dψ

dVk
· dVk

d t
(2.29)

En effet, l’énergie libre de Helmholtz représente une énergie, l’énergie "libre de toute
entropie", dont la variation est liée à la fois à la variation de température, la vitesse de dé-
formation élastique 11 et une variation de variables interne au matériau (Vk ), témoins des
phénomènes sous-jacents aux phénomènes mécaniques connus 12.

On injecte donc l’équation précédente dans l’équation 2.27 pour obtenir :
(
σ−ρdψ

dεe

)
: ε̇e

T

+
[
σ : ε̇p

T

]
+

[−ρṪ

T

(
s + dψ

dT

)]
+

[−ρ
T

(
dψ

dVk
V̇k

)]
+

(
−
−̇→q
T2

·−−−−→g r ad(T)

)
≥ 0

(2.30)

En utilisant le fait que les transformations réversibles sont des transformations à généra-
tions d’entropie nulles, on peut donner une équation particulière pour la production d’en-
tropie. Ainsi, dans le cadre des hypothèses précédentes, les transformations thermodyna-
miques réversibles sont :

11. En réalité, on utilise ε̇e = D− ε̇p où l’on retire la partie considérée comme entropique (plastique) de la
déformation totale.

12. L’inégalité de Clausius et l’énergie libre de Helmholtz ont été complétées par les variables internes in-
troduites par Coleman et Gurtin [1967], Lemaitre et Chaboche [1990], Rice [1971] afin de pouvoir modéliser
correctement différents phénomènes de mécanique des solides, par exemple l’écrouissage ou l’énergie blo-
quée [Chaboche, 1986, Germain et al., 1983, Lemaitre et al., 2009, Lexcellent, 1984, Maziere et Forest, 2015,
Rosakis et al., 2000].
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2.3 La thermodynamique de la fatigue

— Une transformation élastique, isotherme et sans changement de variable interne im-
pliquant : 

(
σ−ρdψ

dεe

)
: ε̇e

T

 = 0 ⇒σ = ρ
dψ

dεe
(2.31)

— Une transformation thermoélastique réversible, à température homogène et sans mo-
difications de variables internes :[−ρṪ

T

(
s + dψ

dT

)]
= 0 ⇒ s = −dψ

dT
(2.32)

Sachant que le phénomène de fatigue des matériaux est irréversible, ces deux équations
nous permettent simplement de réécrire l’équation 2.30 sous forme strictement génératrice
d’entropie : [

σ : ε̇p

T

]
+

[−ρ
T

(
dψ

dVk
V̇k

)]
+

(
−
−̇→q
T2

·−−−−→g r ad(T)

)
> 0 (2.33)

Suivant le formalisme de la thermodynamique des processus irréversibles [Bejan, 2016,
Kondepudi et Prigogine, 2014, Onsager, 1931a,b], l’équation précédente peut être vue comme
la somme des produits des forces thermodynamiques (X) avec les flux thermodynamiques (J)
et permettant ainsi de définir une force thermodynamique adjointe aux variables internes :∑

k
Xk · Jk > 0 Ak = ρ

dψ

dVk
(2.34)

On peut ainsi mettre en valeur les forces et flux thermodynamiques :

(σ
T

)
: ε̇p +

(
Ak

T

)(−V̇k
)+(−−−−→

g r ad(T)

T2

)
·
(
−−̇→q

)
> 0 (2.35)

X =

{(σ
T

)
,

(
Ak

T

)
,

(−−−−→
g r ad(T)

T2

)}
Forces thermodynamiques (2.36)

J =
{(
ε̇p

)
,
(−V̇k

)
,
(
−−̇→q

)}
Flux thermodynamiques (2.37)

Production d’entropie et fracture fatigue entropy (FFE)

Finalement, on peut écrire ce que l’on appelle, l’équation fondamentale de la production
d’entropie (γ̇) du phénomène de fatigue des matériaux 13 :

γ̇ =
σ : ε̇p

T
− Ak V̇k

T
−

−̇→q
T2

·−−−−→g r ad(T) > 0 (2.38)

13. On peut d’ailleurs séparer la production d’entropie en deux parties :

* Une "création d’entropie intrinsèque" s1 =
σ:ε̇p

T − Ak V̇k
T

* Une "création d’entropie thermique" s2 =
−̇→q
T2 ·

−−−−→
g r ad(T)

Comparables aux dissipations intrinsèques et thermiques [Berthel, 2007, Blanche, 2012].
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σ : ε̇p

T

Création d’entropie associée à la puissance mécanique dissipée en
déformation plastique

Ak V̇k

T

Création d’entropie associée à la puissance mécanique irrécupérable
caractérisant les phénomènes microscopiques ayant lieu dans le ma-
tériau se traduisant par de l’énergie stockée dans le matériau, la dy-
namique de dislocation ou encore d’autres phénomènes mécaniques

−̇→q
T2

·−−−−→g r ad(T) Terme lié à l’irréversibilité du flux de chaleur par conduction

En revenant sur l’entropie, le concept de Fracture Fatigue Entropy (FFE) correspond au
niveau d’entropie auquel un matériau soumis à un essai de fatigue se fracture. Ce qui se
traduit par l’intégrale de la production d’entropie sur la durée de vie du matériau :

FFE =
∫ t f

0
γ̇dt =

∫ t f

0

(
σ : ε̇p

T
− Ak V̇k

T
−

−̇→q
T2

·−−−−→g r ad(T)

)
dt (2.39)

Avec : t f Temps à la rupture [s]

2.3.2 Entropie de rupture pour la fatigue oligocyclique : Modèles empi-
riques

Modèle basé sur Park et Nelson [2000]

On cherche à estimer la FFE d’un matériau à partir d’un minimum de paramètres maté-
riau. Sachant que l’on se place dans le cas de la fatigue oligocyclique (LCF), les deux derniers
termes de l’équation 2.39 sont négligeables devant la puissance de déformation plastique
[Clarebrough et al., 1957, Khonsari et Amiri, 2012, Lemaitre et Chaboche, 1990]. On considè-
rera donc :

FFELCF =
∫ t f

0

σ : ε̇p

T
d t (2.40)

On pourra d’ailleurs vérifier expérimentalement que :

FFEth =
∫ t f

0

(
−
−̇→q
T2

·−−−−→g r ad(T)

)
dt << FFELCF (2.41)

Il est par conséquent nécessaire d’estimer correctement la puissance de déformation
plastique. Pour ce faire, on utilisera simplement la loi de Park et Nelson (équation 2.7) en
ne considérant que la partie plastique, c’est-à-dire en négligeant la partie élastique du mo-
dèle. L’entropie de rupture devient ainsi :

FFEPN =
∫ t f

0

σ : ε̇p

T
d t (2.42)

σ : ε̇p = ANα
f · f ⇒ FFEPN =

∫ t f

0

ANα
f · f

T
d t (2.43)

Avec : f = N/t Fréquence de sollicitation

Avec : N f Nombre de cycles à rupture
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Modèle basé sur Stephens et al. [2001]

D’autres modèles peuvent être utilisés, en effet, puisque la FFE est fonction uniquement
de la déformation plastique, une loi de type Hollomon ou Ramberg-Osgood peut être utili-
sée. En utilisant l’équation 2.4 et en négligeant la partie élastique, on peut estimer un travail
de déformation plastique cyclique, puis en intégrant sur l’ensemble du nombre de cycles (en
considérant un nombre de cycles assez grand pour passer d’une sommation à une intégrale),
obtenir l’entropie de rupture :

FFERO =
∫ N f

0

∆σ∆εp

T
dN (2.44)

Avec : N Nombre de cycles

Avec : N f Nombre de cycles à rupture

Avec :∆σ Différence entre contrainte maximale et minimale [Pa]

Avec :∆εp Différence entre déformation maximale et minimale

Propriétés en fatigue

Les propriétés en fatigue des modèles précédents seront estimées par l’équation 2.15,
l’équation 2.16, l’équation 2.18 et l’équation 2.19 suivant les matériaux étudiés. Des données
expérimentales supplémentaires de propriétés en fatigue obtenues par Stephens et al. [2001]
pourront être utilisées pour l’Al-2024.

2.3.3 Entropie de rupture pour la fatigue oligocyclique : Relations per-
mettant l’estimation de l’entropie de rupture

Retour sur le premier principe et position du problème

On cherche à estimer la FFE d’un matériau de manière uniquement expérimentale à par-
tir d’un relevé de température de l’échantillon dans le temps, que l’on comparera à la FFE
calculée en utilisant des modèles mécaniques du travail de déformation (modèle de Park et
Nelson et modèle du type Ramberg-Osgood cyclique). En rappelant que l’on se place dans le
cas de la fatigue oligocyclique (LCF), les deux derniers termes de l’équation 2.39 sont négli-
geables devant la puissance de déformation plastique [Clarebrough et al., 1957, Khonsari et
Amiri, 2012, Lemaitre et Chaboche, 1990], on considèrera donc :

FFELCF =
∫ t f

0

σ : ε̇p

T
d t (2.45)

En reprenant l’équation 2.23 et l’énergie libre de Helmholtz, on peut écrire :

ρ
d

(
ψ+Ts

)
d t

=σ : D−di v−̇→q (2.46)

Puis en utilisant l’équation 2.31, l’équation 2.32 et en sachant :

ṡ =
−d 2ψ

dTd t
ṡ =

−1

ρ

dσ

dT
: ε̇e +

d s

dT
Ṫ− 1

ρ

d Ak

dT
V̇k C = T

d s

dT
= −T

d 2ψ

dT2
(2.47)
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On obtient un premier principe se réécrivant 14 (qui est aussi dérivé dans Liakat et Khon-
sari [2015a]) :

ρCṪ = ρu̇ =σ : ε̇p −di v−̇→q −Ak V̇k +T

(
dσ

dT
: ε̇e +

d Ak

dT
V̇k

)
(2.48)

Ce qui implique en utilisant les hypothèses de fatigue oligocyclique (c’est-à-dire négliger
les termes thermocouplés et le terme de variables internes) que FFELCF devienne :

FFELCF =
∫ t f

0

(
ρCṪ+di v−̇→q

T

)
d t (2.49)

Prise en compte des autres modes de transferts thermiques

La littérature modélisant la FFE utilise généralement la conduction de chaleur seule. Ce-
pendant, d’autres modes de transferts thermiques peuvent être pris en compte. La convec-
tion thermique est un second mode de transfert de chaleur. Il nécessite la connaissance d’un
coefficient de transfert convectif (h) afin d’évaluer la puissance dissipée par convection lors
du test. Pour déterminer celui-ci, on utilise habituellement le nombre de Nusselt (Nu) :

Nu =
hLc

λF
∼ Rcond

Rconv
∼ φconv

φcond
(2.50)

h : Coefficient d’échange convectif
[
Wm−2K−1

]
Lc : Longueur caractéristique [m]

λF : conductivité thermique du fluide
[
Wm−1K−1

]
Ce nombre adimensionnel permet de comparer les résistances thermiques de conduc-

tion et de convection dans le fluide (ou encore, de comparer le flux de chaleur de convec-
tion et de conduction à travers le fluide). Celui-ci est relié à des corrélations dépendantes
du régime d’écoulement ou encore de la géométrie par l’intermédiaire d’autres nombres
adimensionnels (par exemple dans un parallélépipède soumis à de la convection naturelle
[Baïri et al., 2011]). En convection forcée, on utilisera le nombre de Reynolds et le nombre
de Prandtl. Dans notre cas, nous sommes en présence de convection naturelle impliquant
l’utilisation du nombre de Rayleigh (Ra) pour établir le régime de l’écoulement, laminaire
ou turbulent. Le nombre de Rayleigh représente simplement le produit du nombre de Gra-
shof (Gr ) (comparaison des forces d’Archimède et des forces visqueuses) par le nombre de
Prandtl (Pr ) (comparaison des couches limites thermique et hydrodynamique) :

Ra = Gr ·Pr =
ρ2

Fgβc
(
Tp −T0

)
L3

µ2
F

· µFCpF

λF
=

gβc
(
Tp −T0

)
L3

νFTνFh
(2.51)

ρF : masse volumique du fluide soumis à la convection
[
kg m−3

]
g : accélération de la pesanteur

[
ms−2

]
βc : coefficient de compressibilité isochore (inverse de la température absolue pour un gaz

parfait)
[
K−1

]
14. En utilisant les deux versions de la conservation de l’énergie (équation 2.23 et équation 2.48), un lien

entre énergie élastique et variables internes apparait montrant la transformation possible d’énergie de défor-
mation élastique en variables internes et variables thermocouplées :

σ : ε̇e = −Ak V̇k +T

(
dσ

dT
: ε̇e +

d Ak

dT
V̇k

)
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Tp −T0 : différence de température entre le matériau et le fluide externe [K]

T0 : température du fluide, équivalente à la température de l’environnement (mesurée par
thermocouple)

νFT ; νFh : diffusivité thermique et diffusivité de quantité de mouvement (viscosité cinéma-
tique) du fluide

[
m2s−1

]
L : longueur de l’éprouvette [m]

µF : viscosité dynamique du fluide
[
kg m−1s−1

]
CpF : capacité calorifique du fluide

[
Jkg−1K−1

]
Les propriétés du fluide sont estimées à la température du film, c’est-à-dire à la tempéra-

ture moyenne entre la paroi et l’extérieur T f i lm = (Tp +T0)/2. Celles-ci seront ainsi détermi-
nées dans notre cas à partir des corrélations (liant les différentes propriétés à la température)
données par Dixon [2007] pour de l’air. Pour ce qui est du transfert convectif et la détermi-
nation de coefficient d’échange convectif, on utilise les corrélations relatives à l’étude de la
convection naturelle pour plaque plane verticale dans Meneghetti [2007] (qui peuvent aussi
apparaitre pour l’estimation des pertes thermiques au niveau des parois d’une chambre de
combustion Pishbin et al. [2015]) :

Nu =

0.825+ 0.387 Ra1/6[
1+

(
0.492

Pr

)9/16]8/27


2

(2.52)

Nu = A(Gr ·Pr )1/4 A4 =
Pr

2.43478+4.884 Pr 1/2 +4.95283Pr
(2.53)

On reconnait d’ailleurs une corrélation pour une paroi verticale à température imposée
pour un régime laminaire (Gr < 109) :

Nu = 0.667

(
Pr

0.952+Pr

)1/4

Ra1/4 (2.54)

On peut aussi utiliser les corrélations données par Eyglunent [1997] :

Nu = 0.59Ra1/4 104 < Ra < 109 Nu = 0.13Ra1/3 109 < Ra < 1013 (2.55)

Il est utile de préciser qu’il existe des corrélations en convection naturelle pour des plaques
planes verticales dentelées pouvant prendre en compte des rugosités de surface ou cer-
taines irrégularités de la géométrie verticale. Néanmoins, le coefficient d’échange reste assez
proche des données pour plaques lisses [Ashjaee et al., 2007].

Les corrélations détaillées précédemment permettent d’obtenir un coefficient d’échange
moyen (car Tp est prise comme la température moyenne spatiale). Et ainsi, d’accéder à la
densité de puissance volumique moyenne (d’où la factorisation par le volume de l’éprou-
vette Vép ) échangée sous forme de transfert convectif à partir de l’équation de Newton et en
considérant :

Pconv = hm
Sconv

Vép

(
T−T0

)
Econv =

∫
t

Pconv (t )d t = Pconv t f (2.56)

hm : Coefficient de convection moyen (spatio-temporel)
[
Wm−2K−1

]
Sconv : Surface convectée

[
m2

]
Vép : Volume de l’éprouvette

[
m3

]
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Pconv , Econv : Puissance moyenne et énergie dissipée par convection [W], [J]

T : Température moyenne spatio-temporelle [K]

T0 : Température de l’environnement [K]

t f : Temps à la rupture [s]

Le dernier mode de transfert implique la densité de puissance moyenne rayonnée, esti-
mée à partir de la loi de Stefan-Boltzmann, en considérant :

Pr ay = εσSB
Sr ay

Vép

(
T

4 −T4
0

)
Er ay =

∫
t

Pr ay (t )d t = Pr ay t f (2.57)

ε : Emissivité hémisphérique intégrée sur 7.5-13 µm (prise égale à 0.95)

σSB = 5,67.10−8 : Constante de Stefan-Boltzmann
[
Wm−2K−4

]
Sr ay : Surface rayonnante

[
m2

]
Vép : Volume de l’éprouvette

[
m3

]
Pr ay , Er ay : Puissance moyenne et énergie dissipée par rayonnement [W], [J]

Finalement on obtient une expression pour l’entropie de rupture prenant en compte tous
les modes de transferts thermiques :

FFEtot =
∫ t f

0

(
ρCṪ+di v−̇→q +Pconv +Pr ay

T

)
d t (2.58)

Relation classique pour l’estimation de l’entropie de rupture

Une autre relation connue de la littérature peut être utilisée [Boulanger et al., 2004, Chry-
sochoos et Louche, 2000, Guo et al., 2015]. elle est basée sur une régression exponentielle
afin d’obtenir la puissance de déformation plastique. Cet ajustement ayant la possibilité de
prendre en compte tous les modes de transferts. En effet, une estimation de ce que l’on ap-
pelle la dissipation intrinsèque est possible à partir de l’équation de la chaleur, et de l’inté-
gration de la température (θT) suivant l’épaisseur et la largeur de l’éprouvette (en considé-
rant un régime stationnaire et en utilisant des conditions aux limites de deuxième espèce
liée à la convection). L’équation obtenue est proche de l’équation de la chaleur pour une
ailette où un terme linéaire en température apparait. On a ainsi :

ρC
θT

τ
−k

∂2θT

∂x2
=σ : ε̇p −Ak V̇k = d1 (2.59)

Où θT apparait comme la différence de température entre le matériau et l’environnement
(obtenue en surface d’échantillon), τ représente une constante de temps caractéristique des
échanges aux limites du matériau par convection et rayonnement, et d1, ce que l’on appelle
la dissipation intrinsèque. Puisque la solution de cette ODE est du type :

θT = P1 e
x

√√√√ρC

kτ +P2 e
−x

√√√√ρC

kτ +τd1

ρC
(2.60)

Une régression exponentielle du profil de température permet de remonter à la dissipation
intrinsèque, sachant que la constante de temps s’exprime en fonction de l’épaisseur ep , de la
largeur l de l’éprouvette et d’un coefficient d’échange global prenant en compte convection
et rayonnement :

τ =
ρCep l

2hG(ep + l )
hG = hm +hr ay (2.61)
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Le coefficient équivalent d’échange par rayonnement étant obtenu par linéarisation en
utilisant un développement de Taylor de la température autour de la température de l’envi-
ronnement :

T4 = T4
0 +4T3

0(T−T0) hr ay = 4εσT3
0 (2.62)

Pour finir, on pourra estimer une FFEexpo à partir de la dissipation intrinsèque :

FFEexpo =
∫ t f

0

d1

T
d t (2.63)

2.4 Procédure expérimentale en fatigue oligocyclique

2.4.1 La thermographie en fatigue

La thermographie est une méthode permettant d’obtenir la température de surface d’un
élément observé. Les échantillons étudiés consistent généralement en des corps thermi-
quement minces, c’est-à-dire, des corps dont les gradients de température dans l’épaisseur
sont négligeables. Cette méthode a été utilisée en mécanique et a permis l’étude de l’éner-
gie bloquée durant la déformation d’un échantillon, l’étude de la localisation des sources
de chaleur lors de la sollicitation d’un matériau ou encore l’étude de la dissipation intrin-
sèque [Blanche et al., 2015, Chrysochoos et Peyroux, 1998, Chrysochoos et al., 1989] (voir
figure 2.25 et figure 2.26). Elle permet aussi l’étude de l’effet de la température sur la propa-
gation de fissure en fatigue ou sur la durée de vie du matériau [Amiri et Khonsari, 2010b,c,
Bathias, 2014, Ranc et al., 2008]. Dans notre cas, le relevé en température permettra l’estima-
tion de la génération d’entropie accumulée dans le matériau durant le test de fatigue.

FIGURE 2.25 – Distribution de la dissipation intrin-
sèque à 0,3 105 ; 0,6 105 et 106 cycles de sollicitation
[Blanche et al., 2015]

FIGURE 2.26 – Évolution de l’énergie bloquée
au cours du temps durant un test cyclique
[Chrysochoos et al., 1989]

Détails sur le rayonnement - Le corps noir

Le rayonnement thermique est un mode de transfert thermique ne nécessitant aucun
milieu matériel. Par définition, on dit d’un corps qu’il rayonne thermiquement lorsqu’il pos-
sède une température supérieure au zéro absolu (0K). Le rayonnement est à l’interface de
la théorie ondulatoire regroupant les équations de Maxwell et la théorie corpusculaire ba-
sée sur les quantas d’énergies et l’existence des photons. On différencie différents domaines
de rayonnement par l’intermédiaire de la longueur d’onde en ce que l’on appelle le spectre
électromagnétique du rayonnement, présenté en figure 2.27.
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FIGURE 2.27 – Spectre électromagnétique

Pour étudier les propriétés radiatives d’un corps, on utilise généralement un corps idéal
appelé "corps noir". Ce corps, lorsqu’il est à l’équilibre thermodynamique absorbe tout le
rayonnement incident et le réémet indépendamment de l’angle d’incidence et de la lon-
gueur d’onde. La puissance émise par un corps noir est ainsi uniquement dépendante de
la température du corps. La luminance monochromatique L0

λ
du corps noir est obtenue par

l’utilisation de la statistique de Bose-Einstein et est appelée "loi de Planck" :

L0
λ =

2hp c2
l λ

−5

exp

(
hcl

λkbT

)
−1

[Wm−2sr−1m−1] (2.64)

Avec :

hp = 6.62 ·10−34 : Constante de Planck [Js]

kb = 1.38 ·10−23 : Constante de Boltzmann
[
JK−1

]
cl = 2.9979 ·108 : Célérité de la lumière

[
ms−1

]
λ : Longueur d’onde [m]

T : Température absolue [K]

Des approximations sont généralement possibles suivant les cas étudiés :

— Approximation de Wien pour λ<< hcl

kbT
(menant à la loi de déplacement de Wien)

— Approximation de Rayleigh-Jeans pour λ>> hcl

kbT

Pour des corps réels, on définit plutôt la luminance LT à partir de la puissance émise
dΦ par unité d’angle solide dΩ et par unité de surface apparente dScos(θ) pour une source
radiative émettant suivant une direction précise (voir figure 2.28).

LT =
d 2Φ

dΩdScos(θ)
[Wm−2sr−1] (2.65)
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FIGURE 2.28 – Direction d’émission et angle solide d’une surface d A émettant un rayonnement (figure
tirée de Modest [2013])

La luminance monochromatique étant :

Lλ =
dL

dλ
[Wm−2sr−1m−1] (2.66)

Lorsque l’on intègre la luminance sur un demi-espace, on obtient ce que l’on appelle
l’émittance M représentant le flux émis par unité de surface. Lorsque l’angle d’incidence
n’influence pas la luminance, il est possible d’utiliser la loi de Lambert liant la luminance et
l’émittance :

Mλ =πLλ (2.67)

Dans le cas précis d’un corps noir, l’émittance intégrée sur tout le spectre de longueur d’onde
donne ce que l’on appelle la loi de Stefan-Boltzmann :

M0 =σSBT4 (2.68)

Avec σSB = 5,67 ·10−8 la constante de Stefan-Boltzmann
[
Wm−2K−4

]
Lorsque l’on étudie une gamme de longueur d’onde particulière [λ1,λ2], l’intégration de

la luminance sur une gamme de longueur d’onde est possible en considérant des fractions
de puissance émises tel que [Modest, 2013] :∫ λ2

λ1

Lλdλ =
[

f (λ2T)− f (λ1T)
]
σSBT4 (2.69)

Avec :

f (λT) =
15

π4

∞∑
m=1

emξ

m4

(
6+6(mξ)+3(mξ)2 + (mξ)3) ξ =

hp c

kbλT
(2.70)

Détails sur le rayonnement - Le corps réel

La comparaison entre corps noir idéal et corps réel est mise en avant par ce que l’on
appelle l’émissivité (ε). Elle est ainsi définie comme le rapport de luminance du corps étudié
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sur la luminance du corps noir dans les mêmes conditions :

ελ(λ,T,θ) =
Lλ(λ,T,θ)

L0
λ

(λ,T)
(2.71)

Ce facteur est compris entre 0 et 1 et dépend de la longueur d’onde, de la température et de
l’angle d’émission, mais aussi du matériau et de son état de surface. Celui-ci est de plus lié
aux grandeurs optiques telles que le coefficient d’absorption et le coefficient de transmis-
sion.

On peut par conséquent à partir de ce facteur évaluer une température que l’on appelle
température de luminance Tλ qui est la température du corps en observation s’il était un
corps noir. Dans le cas monochromatique :

Lλ(T) = ελL0
λ(T) = L0

λ(Tλ) (2.72)

En utilisant l’approximation de Wien, on obtient :

ελ(λ,T)exp

(
hc

kbλTλ

)
= exp

(
hc

kbλT

)
(2.73)

Ainsi lorsque l’on étudie deux corps à la même température dont l’un d’eux est un corps noir,
on peut déterminer l’émissivité du corps étudié :

ln(ελ) =
hc

kbλ

(
1

T
− 1

Tλ

)
(2.74)

À noter que lorsque l’on travaille sur une gamme de longueurs d’onde, il est nécessaire d’in-
tégrer la luminance sur celle-ci, de fait, la relation devient :∫

λ
Lλ(T) =

∫
λ
ελL0

λ(T) =
∫
λ

L0
λ(Tλ) (2.75)

2.4.2 Montage expérimental

Les tests de fatigue oligocyclique ont été effectués sur un aluminium Al-2024 et un acier
S-235 soumis à un chargement cyclique de type traction-traction (Rσ = 0) pour différentes
fréquences et amplitudes de sollicitation (tableau 2.1). Les sollicitations de type traction-
traction sont choisies pour éviter le flambement de nos éprouvettes plates trop élancées. À
chaque test, on relève la température spatialement et temporellement à l’aide d’une caméra
infrarouge et du logiciel ®FLIR Research en considérant une émissivité totale hémisphé-
rique de 0,95. En effet, pour pouvoir se rapprocher au maximum du comportement d’un
corps noir, les éprouvettes sont recouvertes de peinture émissive (peinture noire), ce qui
nous permet de faire l’hypothèse d’une émissivité totale hémisphérique égale à 0,95.

Le matériel expérimental à disposition est composé de :

— Une machine de fatigue servo hydraulique INSTRON 8501 permettant une sollicitation
des éprouvettes en fatigue oligocyclique uniaxiale pouvant atteindre un chargement
de 100 kN, ayant différents modes de sollicitations et une fréquence de sollicitation
modulable. Dans notre cas, le chargement se situera autour des 10 kN en traction-
traction (Rσ = 0) avec une fréquence de 5 ou 10 Hz.

— Une caméra infrarouge FLIR A325sc permettant le suivi en température de l’échan-
tillon avec une fréquence d’acquisition pouvant aller jusque 60 Hz. Ce détecteur est
un microbolomètre absorbant le rayonnement infrarouge incident (7,5-13 µm) per-
mettant d’obtenir une température fiable sur une plage de −20◦C à 120◦C, et validant
l’hypothèse d’une émissivité utilisée de 0,95 15 [Baumann, 2014] (pour l’Al-2024).

15. L’émissivité utilisée n’est ici pas vraiment l’émissivité totale hémisphérique. En effet, c’est l’émissivité
hémisphérique intégrée dans la gamme [7,5-13 µm] qui reste assez proche de 0,95.
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2.4 Procédure expérimentale en fatigue oligocyclique

Matériau Fréquence Chargement Emissivité Dimensions
- Hz kN cm

Al-2024

5
10,5 (Test N◦1)

0,95 5,7x1,2x0,25

11 (Test N◦2)
11,5 (Test N◦3 - Test N◦4)

10

10,5 (Test N◦5)
11 (Test N◦6)

11,5 (Test N◦7)
12 (Test N◦8)

S-235 5
12 (Test N◦1)

0,95 6x1,2x0,3
13 (Test N◦2)

TABLEAU 2.1 – Résumé des différentes configurations de tests réalisés

Détails sur l’étalonnage

L’étalonnage de la caméra thermique est très important dans l’étude thermique par l’in-
termédiaire du rayonnement. Suivant le type de détecteur et la précision voulue, plusieurs
méthodes sont envisageables. On retrouve par exemple dans la littérature un étalonnage
pixel à pixel permettant une grande précision de mesure [Berthel, 2007, Pron et Bouache,
2016]. Dans notre cas, nous utiliserons une calibration plus simple, en effet, nous utilise-
rons une méthode globale consistant à observer les températures données par la caméra
pour différentes zones d’un corps noir. Le corps noir étant considéré comme homogène, ceci
nous permet d’observer l’imprécision obtenue pour différentes températures. L’observation
montre un écart de 0.1◦C entre température mesurée et température vraie.

2.4.3 Hypothèses et remarques générales

Hypothèses

On va adopter une hypothèse concernant la diffusion de la chaleur, elle sera considérée
ici comme diffusant majoritairement suivant une seule dimension, la longueur de l’éprou-
vette (la diffusion suivant les autres dimensions, largeur et épaisseur sont négligeables de-
vant la diffusion suivant la longueur). En effet, les mors de la machine sont considérés comme
des puits de chaleur imposant une température fixe aux limites de l’échantillon.

La deuxième hypothèse étant le fait de considérer le travail de déformation plastique in-
tégralement converti en chaleur et de considérer un terme de conduction de chaleur constant
au cours du test plus simple pour évaluer l’entropie de rupture expérimentale (observé par
Kaleta et al. [1989], Meneghetti et Ricotta [2012] dans le cadre de la fatigue à faible et grand
nombre de cycles, voir figure 2.10 et figure 2.29). Cette hypothèse pouvant être étayée par le
fait que la phase stabilisée en température lors du test de fatigue est prépondérante devant
les phases d’accumulation d’énergie du matériau.

Remarques

Il est utile de préciser que comme l’éprouvette change de taille durant le test, l’outil per-
mettant d’obtenir les profils de températures peut n’accéder qu’à une partie de l’échantillon
au fil de l’expérience (préalablement configurée par rapport à la taille de l’échantillon ini-
tial). Cependant, l’erreur commise en ne prenant les relevés que sur la surface d’origine de
l’éprouvette entraine une erreur d’environ 7% par rapport à des valeurs relevées sur l’en-
semble de l’éprouvette au cours du temps.

Patrick Ribeiro Page 31



2. FATIGUE ET THERMODYNAMIQUE CLASSIQUE

FIGURE 2.29 – Énergies par cycle et par unité de volume [Kaleta et al., 1989]

De plus, puisque l’on travaille en fatigue oligocyclique impliquant une montée en tem-
pérature assez faible comparée à la température de l’environnement et que l’on cherche à
obtenir un paramètre global, il est possible de considérer une température moyenne spatio-
temporelle constante dans l’estimation de l’entropie de rupture. Ceci a pour effet de sortir
la température de l’intégrale, et permet d’intégrer uniquement la puissance de déformation
plastique :

FFELCF =
∫ t f

0

σ : ε̇p

T
d t ≈

∫ t f

0 σ : ε̇p d t

T
(2.76)

Avec T : Température moyenne spatio-temporelle de l’échantillon (en Kelvin)

2.5 Résultats et discussion sur l’entropie de rupture

2.5.1 Vérification de l’hypothèse 1D

On peut vérifier la pertinence de la réduction de dimension de 3D à 1D pour le trans-
fert thermique par conduction en utilisant au préalable le nombre de Biot représentant le
rapport entre la résistance conductive du matériau et la résistance convective du fluide :

Bi =
hLc

k
Lc =

Vép

Sconv
(2.77)

h : représente le coefficient de transfert convectif
[
Wm−2K−1

]
k : coefficient de conduction du matériau

[
Wm−1K−1

]
Lc : longueur caractéristique définie comme étant le rapport du volume du matériau étudié

sur sa surface (ou section sur périmètre) [m]

Vép : volume de l’échantillon
[
m3

]
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2.5 Résultats et discussion sur l’entropie de rupture

Sconv : surface d’échange avec l’extérieur
[
m2

]
Lorsque celui-ci est inférieur à l’unité, il indique le fait que la conduction en surface et

la conduction dans l’épaisseur du matériau sont identiques. Ceci implique des gradients de
température négligeables au sein du matériau, et on dit du matériau qu’il est thermiquement
mince. Le nombre de Biot moyen calculé sur l’ensemble des tests est égal à Bi = 3,5.10−5 (en
utilisant les mesures de température des échantillons et les corrélations en 2.3.3) ce qui per-
met de négliger le gradient de température dans l’épaisseur, passant ainsi d’une conduction
3D à 2D.

Il est ensuite nécessaire d’avancer nos arguments quant à l’utilisation du gradient suivant
une seule direction plutôt que deux, mis à part la vérification expérimentale, il est possible de
donner un argument en se basant sur un calcul simple de résistances thermiques. En effet,
en comparant les résistances thermiques suivant la longueur, et la largeur de l’échantillon,
on écrit :

RXi =
ep

kScond
(2.78)

RXi : Résistance thermique du matériau X suivant i
Avec X = Al (aluminium) ou S (acier) et i = L (longueur) ou l (largeur)

Scond : Représente la section de passage de la chaleur

e : Représente l’épaisseur traversée

En construisant le rapport des résistances suivant la longueur et la largeur, on obtient un
critère géométrique de la conduction :

rX =
RXL

RXl
=

(
L

l

)2

⇒ rAl = 22.6 rS = 25 (2.79)

À partir de ce petit calcul simple, on peut voir que la résistance thermique latérale est né-
gligeable devant la résistance thermique longitudinale. De plus, puisque les matériaux sont
homogènes et isotropes, on peut considérer un flux de chaleur constant (dans l’espace pour
un régime stationnaire), et ainsi rX peut se traduire par un gradient latéral négligeable devant
le gradient de température longitudinal, légitimant le passage d’un modèle de conduction
3D à 1D.

2.5.2 Estimations de l’entropie de rupture

Pour pouvoir estimer le coefficient de résistance à la fatigue à partir des équations gé-
nérales, il est nécessaire de connaitre la résistance mécanique (ou résistance à la traction ou
encore UTS) du matériau. On réalise alors un essai de traction simple jusqu’à la rupture pour
l’Al-2024 et le S-235, ce qui permet de remonter à leurs propriétés en fatigue. De plus, pour
pouvoir estimer l’entropie de rupture en fatigue, les propriétés matériaux sont nécessaires.
Celles-ci sont résumées dans le tableau 2.2.

Matériau Densité Conductivité Capacité calorifique UTS Module de Young
- kg /m3 W/m.K J/kg .K MPa GPa

Al-2024 2780 121 875 399 73,1
SS 235 7800 54 450 386 200

TABLEAU 2.2 – Propriétés des matériaux utilisés
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2. FATIGUE ET THERMODYNAMIQUE CLASSIQUE

Estimations empiriques

Sachant que l’on considère une variation spatio-temporelle faible de la température, une
température moyenne est utilisée (équation 2.76) pour pouvoir estimer l’entropie de rup-
ture. En considérant un travail de déformation plastique constant au cours du test, et en
utilisant le modèle de Park et Nelson (équation 2.7 et équation 2.8), on obtient :

FFEPN =
∫ t f

0

ANα
f · f

T
d t ≈

ANα+1
f

T
(2.80)

Puis, on différencie plusieurs cas suivant les propriétés en fatigue utilisées (tableau 2.3
ou tableau 2.4) :

— Al-2024 :

1. Propriétés en fatigue à partir de l’équation 2.19 :

FFEPN =
ANα+1

f

T
≈ (356 ·106)

N0,23
f

T
(2.81)

2. Propriétés en fatigue à partir de l’équation 2.16 :

FFEPN =
ANα+1

f

T
≈ (410 ·106)

N0,215
f

T
(2.82)

— S-235 :

1. Propriétés en fatigue à partir de l’équation 2.18 :

FFEPN =
ANα+1

f

T
≈ (478 ·106)

N0,32
f

T
(2.83)

2. Propriétés en fatigue à partir de l’équation 2.15 :

FFEPN =
ANα+1

f

T
≈ (636 ·106)

N0,333
f

T
(2.84)

Matériau ε′f σ′
f b c

- - MPa - -
Al-2024 0,28 758 -0,11 -0,66
SS 235 0,45 579 -0,09 -0,59

TABLEAU 2.3 – Propriétés en fatigue des matériaux (équation 2.18-équation 2.19)

Matériau ε′f σ′
f b c

- - MPa - -
Al-2024 0,35 666 -0,095 -0,69
SS 235 0,59 579 -0,087 -0,58

TABLEAU 2.4 – Propriétés en fatigue des matériaux (équation 2.15-équation 2.16)

En considérant de même un travail plastique constant au cours du test, et en utilisant
cette fois-ci un modèle de type plasticité cyclique (équation 2.4 et équation 2.5), on obtient :

FFERO =
∫ N f

0

∆σ∆εp

T
dN ≈ 2∆σ1+1/n′

(2K′)1/n′ ·T
⇒︸︷︷︸

Rσ=0

2σ1+1/n′
M

(2K′)1/n′ ·T
·N f (2.85)
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2.5 Résultats et discussion sur l’entropie de rupture

σM : Contrainte maximale (rapport de la force de sollicitation maximale sur la section de
l’éprouvette) [Pa]

De manière analogue, on peut différencier plusieurs cas suivant les propriétés en fatigue
utilisées (tableau 2.3, tableau 2.4) ou encore les mesures expérimentales rapportées par Ste-
phens et al. [2001] :

— Al-2024 :

1. Propriétés en fatigue à partir de l’équation 2.19 :

FFERO =
2σ1+1/0,1667

M

(2 ·937,2 ·106)1/0,1667 ·T
·N f (2.86)

2. Propriétés en fatigue à partir de l’équation 2.16 :

FFERO =
2σ1+1/0,1377

M

(2 ·769,6 ·106)1/0,1377 ·T
·N f (2.87)

3. Propriétés en fatigue à partir de Stephens et al. [2001] pour de l’Al-2024 T3 :

FFERO =
2σ1+1/0,065

M

(2 ·655 ·106)1/0,065 ·T
·N f (2.88)

4. Propriétés en fatigue à partir de Stephens et al. [2001] pour de l’Al-2024 T3, recal-
culés en utilisant l’équation 2.5 :

FFERO =
2σ1+1/0,2102

M

(2 ·1512 ·106)1/0,2102 ·T
·N f (2.89)

— S-235 :

1. Propriétés en fatigue à partir de l’équation 2.18 :

FFERO =
2σ1+1/0,1525

M

(2 ·654 ·106)1/0,1525 ·T
·N f (2.90)

2. Propriétés en fatigue à partir de l’équation 2.15 :

FFERO =
2σ1+1/0,15

M

(2 ·626,7 ·106)1/0,15 ·T
·N f (2.91)

Les résultats des modèles empiriques sont présentés en figure 2.30 et figure 2.31. On peut
observer FFEPN ∼ 10MJ/m3K pour l’Al-2024 et FFEPN ∼ 30MJ/m3K pour le S-235, proches
des résultats obtenus par Liakat et Khonsari [2014b], Naderi et al. [2009] pour un Al-6061 et
quelques aciers. On observe de plus, que l’utilisation de l’équation de Ramberg-Osgood cy-
clique implique un ordre de grandeur de différence avec Park et Nelson et que le coefficient
d’écrouissage cyclique K′ et l’exposant d’écrouissage cyclique n′, donnés par Stephens et al.
[2001] ne correspondent pas 16 à ces propriétés calculées par l’équation 2.5 lorsque l’on uti-
lise les propriétés en fatigue (σ′

f , ε′f , b, c) données dans Stephens et al. [2001]. Les résultats
obtenus par l’équation 2.88 donnent des résultats fortement différents des autres équations,
cette équation ne sera donc pas utilisée.

16. Des données pour la traction simple existent, où l’on a un coefficient d’écrouissage K ≈ 455.106 et un
exposant d’écrouissage n ≈ 0.032, que l’on peut comparer à FRANÇOIS [2017] où K = E/85 ≈ 859.106 et n ≈ 0.09
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2. FATIGUE ET THERMODYNAMIQUE CLASSIQUE

FIGURE 2.30 – Entropie de rupture à partir des modèles empiriques en fonction des tests réalisés pour
l’aluminium Al-2024 : Sollicitations - ♦ : 10.5 kN - © : 11 kN -9 : 11.5 kN - � : 12 kN ; Fréquences -
9 : 5 Hz -F : 10 Hz

Estimations expérimentales

L’estimation expérimentale de l’entropie de rupture est ici basée uniquement sur la cha-
leur émise par le matériau. De fait, la quantité importante mesurée lors d’un test est la tem-
pérature. Le relevé de température en fonction du temps est possible avec la caméra FLIR
A325sc. Ceci nous permet d’accéder à l’accumulation d’énergie en début de test (que l’on
appellera aussi terme instationnaire ρC dT

d t ) et à la diffusion de chaleur dans l’espace (que

l’on appellera aussi terme de conduction di v−̇→q ). Un exemple de test présentant un profil de
température (pour le S-235) est donné en figure 2.32.

Dans un premier temps, le terme instationnaire sera évalué à partir de la variation de
la température moyenne spatiale (Tm) de l’échantillon en fonction du temps (figure 2.33)
en utilisant plusieurs régressions linéaires dans les différentes phases de la durée de vie de
l’échantillon. On va ainsi caractériser simplement la variation en température par l’utilisa-
tion de comportements linéaires par morceaux :

Tm(t ) = ai t +bi

(
dT

d t

)
i

= ai t ∈ [tn , tn+1] ⊂ [0, t f ] (2.92)

Avec ai : Coefficient représentant la variation temporelle de la température, obtenu par ré-
gression linéaire dans la gamme temporelle [tn , tn+1], celle-ci appartenant à la gamme tem-
porelle entière [0, t f ]. Et bi étant un coefficient obtenu par régression permettant la conti-
nuité.

La puissance accumulée dans l’échantillon (ou encore puissance instationnaire) et l’en-
tropie accumulée associée sont données par :

Pi nst a = ρC
dTm

d t
≈ ρC

∑
i

(
dTm

d t

)
i

(tn+1 − tn)

t f
(2.93)
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2.5 Résultats et discussion sur l’entropie de rupture

FIGURE 2.31 – Entropie de rupture à partir des modèles empiriques en fonction des tests réalisés pour
l’aluminium S-235 : Sollicitations -� : 12 kN - ∗ : 13 kN ; Fréquence - 5 Hz

FFEi nst a =
∫ t f

0

Pi nst a

T
d t ≈ ρC

∑
i ai (tn+1 − tn)

T
(2.94)

Où l’on a utilisé une température moyenne spatio-temporelle (T) car les variations de tem-
pératures sont faibles (en Kelvin). On peut observer un pic de température présent entre la
phase instationnaire et la phase stationnaire durant nos tests, ceci provient du fait que l’on
utilise des contraintes de sollicitation élevées. En effet, ces pics apparaissent par exemple
dans Meneghetti [2007] pour des éprouvettes entaillées d’acier inoxydable SS-304. Lorsque
le chargement de sollicitation utilisé est plus faible, on tend plutôt à avoir une courbe de type
sigmoïde (voir figure 2.6).

Il est utile de rappeler l’hypothèse faite précédemment consistant à considérer un terme
de conduction de chaleur constant dans la phase stationnaire, et entièrement égal à la puis-
sance de déformation plastique. Par conséquent, nous utiliserons une régression polyno-
miale de type parabolique pour le profil de température le long de l’échantillon (uniquement
dépendant de l’espace et indépendant du temps à l’instar de [Blanche et al., 2015] qui uti-
lisent en plus, dans le cadre de la fatigue gigacyclique, un polynôme local de degré deux en
temps et espace). L’estimation des trois paramètres de la régression parabolique de la tem-
pérature permet naturellement l’obtention de la puissance conduite à partir de la dérivée
seconde suivant la longueur de l’échantillon :

T(x) = a j x2 +b j x + c j Pcond = k
d 2T

d x2
= 2ka j (2.95)

Pour prendre en compte la variabilité du régime, on détermine plusieurs profils en début
de test caractérisant la phase instationnaire puis un profil en phase stationnaire aboutissant
ainsi à une moyenne temporelle :(

1

t f

)∫ t f

0
∆T(t )d t ≈

(
1

t f

) t f∑
k=0

∆T(t )(tk+1 − tk ) =∆T(t ) (2.96)
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Ligne de
mesure de

température

FIGURE 2.32 – Évolution du profil de température mesuré suivant la longueur de l’éprouvette (pris à
mi-largeur) durant un test de traction pour le S-235 (Logiciel : FLIR R&D)

Il en découle la puissance conduite et son entropie accumulée associée :

Pcond = 2ka j (t ) FFEcond =
∫ t f

0

Pcond

T
d t ≈ 2ka j (t )t f

T
(2.97)

Attention cependant, dans le cas de l’acier S-235, on prendra en compte la variabilité du
régime tout au long du test impliquant l’estimation de plusieurs profils de température tout
au long de la durée de vie du matériau, car l’évolution de la température de l’échantillon
ne fait pas apparaitre de phase stationnaire (figure 2.34). On pourrait de plus rajouter que
les propriétés de diffusion de chaleur de l’acier sont très inférieures à celles de l’aluminium
et paraissent appuyer la nécessité de suivre plus en détail le profil de température dans le
temps.

On peut finalement obtenir l’entropie de rupture en fatigue au cours d’un test expéri-
mentalement par la somme des deux composantes précédentes :

FFELCF = FFEcond +FFEi nst a =
2ka j (t )t f

T
+ ρC

∑
i ai (tn+1 − tn)

T
(2.98)

Pour prendre en compte les autres modes de transfert de chaleur, on utilisera les équa-
tions données en sous-section 2.3.3. En effet dans un premier temps, les nombres adimen-
sionnels caractérisant le transfert convectif (Gr , Ra, Pr ) sont calculés et permettent de déter-
miner un régime d’écoulement laminaire, c’est-à-dire un nombre de Rayleigh (Ra) inférieur
à 109 (voir figure 2.35 et figure 2.36).

Les corrélations utilisées en convection naturelle pour des écoulements laminaires per-
mettent d’obtenir des nombres de Nusselt, celui-ci représentant le rapport entre flux de cha-
leur convectif et le flux de chaleur conductif dans le fluide. C’est à partir du nombre de Nus-
selt que l’on peut ensuite déterminer le coefficient d’échange convectif. Les résultats obte-
nus en figure 2.37 et figure 2.38 sont en accord avec ceux obtenus par Meneghetti [2007] (en
fatigue oligocyclique et à grand nombre de cycles) soit environ hm ∈ [4,5] Wm−2K−1.

En considérant une température moyenne de l’échantillon, les résultats précédents per-
mettent d’accéder à la densité de puissance volumique échangée sous forme de transfert
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FIGURE 2.33 – Évolution de la température (moyenne spatiale) en fonction du temps et profil de tem-
pérature le long de l’échantillon à N ∼ 280 pour l’Al 2024 sollicité à 11kN et 5Hz

convectif à partir de l’équation de Newton. Pour ce qui est de la densité de puissance rayon-
née par l’échantillon, elle est estimée par la loi de Stefan-Boltzmann, en rappelant l’émissi-
vité utilisée, ε = 0.95 et la constante de Stefan-Boltzmann (σSB) :

Pconv = h
Sconv

Vép

(
T−T0

)
Pr ay = εσSB

Sr ay

Vép

(
T

4 −T4
0

)
(2.99)

Il en résulte en sachant que les puissances estimées sont des puissances moyennes :

FFEconv =

[
h

Sconv

Vép

(
T−T0

)]
T

t f FFEr ay =

[
εσ

Sr ay

Vép

(
T

4 −T4
0

)]
T

t f (2.100)

On peut après avoir obtenu ces diverses expressions, comparer chacune des contribu-
tions de l’entropie de rupture en fatigue. On peut ainsi voir que les contributions à la FFEtot

de la convection et du rayonnement ne sont pas toujours négligeables. Néanmoins, les résul-
tats obtenus dans figure 2.39 et figure 2.40 montrent la composante majoritaire de la FFEtot ,
en l’occurrence, le terme de conduction, qui apparait supérieur aux autres composantes.

Pour finir, on peut comparer les différentes relations pour l’entropie de rupture en fa-
tigue (FFELCF et FFEtot ) à la littérature (FFEexpo) reposant sur l’estimation de la dissipa-
tion. La méthode est identique à l’estimation de la puissance conduite cependant les pro-
fils de températures sont ajustés par des fonctions exponentielles sous contrainte. En effet,
la contrainte connue est la constante de temps τ (équation 2.61), celle-ci dépendant de pa-
ramètres matériau connus, mais aussi d’un coefficient d’échange global moyen regroupant
convection et rayonnement. Le coefficient de transfert convectif moyen a été estimé pré-
cédemment hm ∈ [4,5]Wm−2K−1. Le coefficient équivalent d’échange par rayonnement est
obtenu par linéarisation en utilisant un développement de Taylor de la température autour
de la température de l’environnement :

T
4

= T4
0 +4T3

0(T−T0) hr ay = 4εσT3
0 hr ay ≈ 5 Wm−2K−1 (2.101)

On obtient ainsi en moyenne un coefficient d’échange global hG ≈ 10 Wm−2K−1, et une
constante de temps autour de τ ≈ 270s soit environ 4min30. On considère ensuite la puis-
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FIGURE 2.34 – Évolution de la température (moyenne spatiale) en fonction du temps et profils de
température le long de l’échantillon à t ∼ 30s et t ∼ 480s pour le S-235 sollicité à 13kN et 5Hz

sance dissipée comme la dissipation d1 pondérée par le temps :

Pexpo =
∑

i

d1(t )(tn+1 − tn)

t f
= d1 t ∈ [tn , tn+1] ⊂ [0, t f ] (2.102)

On pourra finalement estimer une FFEexpo à partir de la dissipation intrinsèque moyenne :

FFEexpo =
∫ t f

0

d1

T
d t =

d1

T
t f (2.103)

À ce stade, il est possible de comparer les différentes relations utilisées. On observe ainsi
que la simplification parabolique FFELCF et que la prise en compte des autres modes de
transferts FFEtot conservent le même ordre de grandeur que l’entropie de rupture estimée à
partir de la dissipation FFEexpo (figure 2.41 et figure 2.42).

Comparaison des entropies expérimentales et empiriques de rupture en fatigue

L’ensemble des résultats ont été jusqu’ici traités séparément, dès lors, il est maintenant
possible de se concentrer sur la comparaison entre modèles empiriques et résultats expéri-
mentaux. On prendra ainsi :

— Du côté expérimental (sous section 2.3.3) :

1. FFEexpo - utilisant une régression exponentielle pour estimer la conduction

2. FFEtot - utilisant une régression parabolique pour la conduction, en prenant en
compte l’énergie accumulée, la convection et le rayonnement

3. FFELCF - utilisant une régression parabolique pour la conduction et prenant en
compte uniquement l’énergie accumulée

— Du côté empirique :

1. FFEPN - Moyenne des entropies de rupture utilisant l’équation 2.81 et l’équa-
tion 2.82 pour l’aluminium, et l’équation 2.83 et l’équation 2.84 pour l’acier
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FIGURE 2.35 – Nombre de Grashof et nombre de Rayleigh moyens en fonction des tests réalisés pour
l’aluminium Al-2024 : Sollicitations - ♦ : 10.5 kN - © : 11 kN -9 : 11.5 kN - � : 12 kN ; Fréquences -
9 : 5 Hz -F : 10 Hz

2. FFERO - Moyenne des entropies de rupture utilisant les équations 2.86 et 2.87
pour l’aluminium 17, et les équations 2.90 et 2.91 pour l’acier.

On introduit maintenant la FFEth , l’entropie de rupture en fatigue associée au terme lié
à l’irréversibilité de la conduction de chaleur :

FFEth =
∫ t f

0

[ −̇→q
T2

·−−−−→g r ad(T)

]
d t FFEth ≈ k

(
∇T

T

)2

t f (2.104)

Avec ∇T, le gradient de température moyen.
On peut ainsi vérifier la contribution négligeable du terme lié à l’irréversibilité de la

conduction de chaleur dans le bilan entropique pour l’entropie de rupture en fatigue. Les
résultats sont présentés en figure 2.43 pour l’aluminium 2024 et figure 2.44 pour l’acier 235.
L’observation montre simplement une approximation meilleure du comportement expéri-
mental par le modèle de Ramberg-Osgood en fatigue comparé au modèle de Park et Nelson.
Cela vient du fait que le type de sollicitation (traction-traction) est pris en compte dans le
modèle de Ramberg-Osgood mais pas dans le modèle de Park et Nelson. En effet, dans le
modèle de Park et Nelson, la contrainte moyenne est affectée à la partie élastique de la dé-
formation ne contribuant pas ici à l’estimation de l’entropie de rupture.

On peut de plus définir un écart au modèle utilisé dans la littérature (FFEexpo) en défi-
nissant un facteur :

ηPN,RO,tot ,LCF =
|FFEexpo −FFEPN,RO,tot ,LCF|

FFEexpo
(2.105)

On observe généralement une estimation proche de la FFEexpo sauf pour le modèle de Park
et Nelson (voir figure 2.45).

Les résultats expérimentaux et ceux tirés du modèle de Park et Nelson présentent une
différence d’ordre de grandeur qui peut s’expliquer (mis à par la contrainte moyenne) de
par le fait que la méthode des médianes pour la détermination des propriétés en fatigue
surestime l’amplitude de déformation pour un nombre de cycles donné [Lipski et Mroziński,

17. Les résultats expérimentaux de Stephens et al. [2001] ne sont pas pris en compte, ainsi l’équation 2.89 et
l’équation 2.88 ne sont pas utilisées.
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FIGURE 2.36 – Nombre de Grashof et nombre de Rayleigh moyens en fonction des tests réalisés pour
l’acier S-235 : Sollicitations -� : 12 kN - ∗ : 13 kN - x : Traction pure ; Fréquence en fatigue : 5 Hz

FIGURE 2.37 – Nombre de Nusselt et coefficients de convection moyens en fonction des tests réalisés
pour l’aluminium Al-2024 et à partir des différentes corrélations trouvées dans la littérature. Sollici-
tations - ♦ : 10.5 kN - © : 11 kN -9 : 11.5 kN -� : 12 kN ; Fréquences -9 : 5 Hz -F : 10 Hz

2012]. Il en résulte lorsque l’on estime l’énergie de déformation, une valeur supérieure à la
valeur expérimentale. Pour ce qui est des différentes relations permettant l’estimation de
l’entropie de rupture, les composantes convectives et radiatives des échanges de chaleur ne
sont pas toujours négligeables. Il est ainsi nécessaire de bien prendre en compte toutes les
composantes pour estimer correctement l’entropie de rupture en fatigue. L’énergie dissipée
par convection et rayonnement étant très sensible à la température de l’environnement, le
rapport entre l’entropie de rupture FFEtot et FFELCF nous montre l’influence importante
de la température de l’environnement T0 et donc de la convection et du rayonnement sur
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FIGURE 2.38 – Nombre de Nusselt et coefficients de convection moyens en fonction des tests réalisés
pour l’acier S-235 et à partir des différentes corrélations trouvées dans la littérature. Sollicitations -
� : 12 kN - ∗ : 13 kN - x : Traction pure ; Fréquence en fatigue : 5 Hz

FIGURE 2.39 – Les différentes composantes de FFEtot pour chacun des tests sur l’Al-2024. Sollicita-
tions - ♦ : 10.5 kN - © : 11 kN -9 : 11.5 kN -� : 12 kN ; Fréquences -9 : 5 Hz -F : 10 Hz

l’entropie de rupture totale (FFEtot ) :

ηF =
FFEtot −FFELCF

FFEtot
(2.106)

Les résultats en figure 2.46 montrent que quinze degrés d’écart entre l’échantillon et l’en-
vironnement impliquent une contribution de 50% de la convection et du rayonnement dans
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FIGURE 2.40 – Les différentes composantes de FFEtot pour chacun des tests sur le S-235. Sollicitations
- ♦ : 12 kN - © : 13 kN -F : Traction pure ; Fréquence : 5 Hz

FIGURE 2.41 – Comparaison des différentes relations permettant l’estimation de l’entropie de rupture
pour chacun des tests de l’Al-2024. Sollicitations - ♦ : 10.5 kN - © : 11 kN -9 : 11.5 kN - � : 12 kN ;
Fréquences -9 : 5 Hz -F : 10 Hz

l’estimation de l’entropie de rupture totale (les autres 50% étant associés au travail de défor-
mation plastique estimé par conduction), montrant ainsi l’importance de l’environnement
dans la caractérisation thermodynamique des matériaux (en considérant bien sûr que la va-
riation de la température de l’environnement n’ait pas d’effet sur le coefficient d’échange
global et la température de l’échantillon).
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FIGURE 2.42 – Comparaison des différentes relations permettant l’estimation de l’entropie de rupture
pour chacun des tests du S-235. Sollicitations - ♦ : 12 kN - © : 13 kN -F : Traction pure ; Fréquence
en fatigue : 5 Hz

FIGURE 2.43 – Ensemble des résultats d’entropie de rupture en fatigue (FFE), et composante liée à
l’irréversibilité thermique (FFEth) pour chacun des tests de l’Al-2024. Sollicitations - ♦ : 10.5 kN - © :
11 kN -9 : 11.5 kN -� : 12 kN ; Fréquences -9 : 5 Hz -F : 10 Hz

Le résultat important obtenu est l’existence physique d’une entropie de rupture en fa-
tigue, constante, et indépendante de la fréquence de sollicitation et de la contrainte maxi-
male, vérifiée par l’expérimentation (voir figure 2.43 et figure 2.44). On peut de plus vérifier
la contribution minoritaire à la FFE de la FFEth , provenant de l’irréversibilité de la conduc-
tion de chaleur. Du point de vue expérimental, on pourra souligner la plus grande variabilité
de la régression parabolique devant la régression exponentielle, impliquant une estimation
plus robuste par la régression exponentielle.
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FIGURE 2.44 – Ensemble des résultats d’entropie de rupture en fatigue (FFE), et composante liée à
l’irréversibilité thermique (FFEth) pour chacun des tests du S-235. Sollicitations - ♦ : 12 kN - © : 13
kN -F : Traction pure ; Fréquence en fatigue : 5 Hz

FIGURE 2.45 – Écart relatif des différents modèles comparés à la FFEexpo pour l’Al-2024. Sollicitations

- ♦ : 10.5 kN - © : 11 kN -9 : 11.5 kN -� : 12 kN ; Fréquences -9 : 5 Hz -F : 10 Hz

Note sur l’incertitude de mesure

Dans le travail précédent, les mesures ont été effectuées en considérant une émissivité
de 0.95 dans la gamme de longueur d’onde d’étude [7.5-13]µm. Il est possible d’étudier
l’influence de l’émissivité sur les résultats d’entropie de rupture (pour l’al-2024). En utili-
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FIGURE 2.46 – Variation de ηF en fonction de la température de l’environnement T0 pour le premier
test sur l’Al-2024

sant l’équation 2.69 et l’équation 2.75, on peut aboutir à la température que l’on aurait si
l’émissivité était différente. En considérant une émissivité constante indépendante de la lon-
gueur d’onde égale à 0.9 on obtient une erreur de 3K sur la température. Pour une émissivité
de 0.85, une erreur de 6K. Une émissivité plus faible implique une température plus éle-
vée et se répercute sur la convection et le rayonnement (en considérant T0 inchangée dans
chaque test car mesurée par thermocouple). A émissivité 0.9, on obtient un facteur 2.03 sur
la FFEconv et un facteur 1.71 sur la FFEr ay . Pour une émissivité de 0.85, on obtient un facteur
3.15 sur la FFEconv et un facteur 2.37 sur la FFEr ay .

2.5.3 De l’entropie à l’endommagement

Modèles d’endommagement existant à partir de la FFE

La fatigue est étroitement liée au concept d’endommagement, c’est Miner [1945] qui a
le premier introduit le concept d’endommagement cumulé, considéré comme linéaire et
dépendant des amplitudes de chargement :

∑
i

ni

Ni
= 1 (2.107)

i : Nombre d’amplitudes de chargement

ni : Nombre de cycles effectués sous l’amplitude de chargement i

Ni : Nombre de cycles à rupture pour l’amplitude de sollicitation i

D’autres critères d’endommagement existent dans la littérature utilisant diverses pro-
priétés de l’échantillon étudié tel que la variation du module de Young ou encore la variation
de densité du matériau [Duyi et Zhenlin, 2001c, Lemaitre et Dufailly, 1987, Yuan-Sheng et
Yungbin, 1988]. Cette diversité apporte des comportements différents de la linéarité utili-
sée par l’initiateur de l’étude de l’endommagement Miner [1945], et permet de comparer
les différents modèles entre eux [Hambli, 2001]. Duyi et Zhenlin [2001a,b] étudièrent par
exemple l’endommagement d’un matériau à partir d’une loi logarithmique liant le concept
de résistance statique du matériau et le nombre de cycles à rupture. Comme l’accumulation
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d’endommagement est un phénomène dissipatif obéissant aux principes de la thermody-
namique, la dégradation d’un matériau correspond à un processus irréversible et implique
ainsi l’entropie comme paramètre fondamental pour sa mesure. C’est ainsi que Basaran et
Nie [2004], Basaran et al. [2003] appliquèrent l’entropie (dans le cadre de thermodynamique
classique) afin d’obtenir un endommagement des matériaux fonction de l’entropie de Boltz-
mann (cadre de l’entropie statistique). Naderi et Khonsari [2010a] appliquèrent l’entropie et
la FFE à l’endommagement, en considérant l’hypothèse d’un lien linéaire entre entropie et
nombre de cycles à rupture [Naderi et Khonsari, 2010a], une loi logarithmique de l’endom-
magement et la définition d’un endommagement critique caractérisé par une évaluation de
la variation de la température en fonction du temps après le stade stationnaire (à l’initiation
de la phase 3 de la figure 2.6) :

De = Ad +Bd

[
l n

(
1− Π

FFE

)]
∀Π = FFE De = 1 (2.108)

Ad , Bd : Paramètres variants avec le matériau

Π : Représente la création d’entropie accumulée durant le test de fatigue

FFE : Création d’entropie en fatigue accumulée qui amène à la rupture du matériau

On peut identifier des cas particuliers d’endommagement :

— Paramètre d’endommagement pour un matériau non vierge :

D0 = Ad +Bd

[
ln

(
1− Π0

FFE

)]
(2.109)

Π0 : Représente l’entropie initialement accumulée par matériau avant le test

— Paramètre d’endommagement critique pour un matériau à l’initiation de la troisième
phase (montée brusque en température avant la rupture, voir figure 2.6)

Dc = Ad +Bd

[
ln

(
1− Πc

FFE

)]
(2.110)

Πc : Représente l’entropie accumulée "critique", c’est-à-dire au commencement de
la troisième phase impliquant l’apparition de macrofissures

Un matériau vierge avant un test de fatigue répond au critère d’endommagementΠ0 = 0
et D0 = 0, ce qui permet d’écrire dans ce cas particulier :

Ad = 0 et Bd =
Dc

ln

(
1− Πc

FFE

) ⇒ De =

 Dc

ln

(
1− Πc

FFE

)
 ln

(
1− Π

FFE

)
(2.111)

Cependant, un matériau possédant un endommagement nul est impossible, car il prend
en compte à la fois l’effet mémoire de l’endommagement du matériau mais aussi ses défauts
initiaux. Dès lors, pour déterminer les paramètres Ad et Bd , on utilise :

Ad = D0 −Bd

[
ln

(
1− Π0

FFE

)]
= Dc −Bd

[
ln

(
1− Πc

FFE

)]
(2.112)

Bd =
D0 −Dc

l n

(
1− Π0

FFE

)
− ln

(
1− Πc

FFE

) (2.113)
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Ad = D0 −

 D0 −Dc

ln

(
1− Π0

FFE

)
− ln

(
1− Πc

FFE

)
 ln

(
1− Π0

FFE

)
(2.114)

De = D0 −
D0 −Dc

l n


(
1− Π0

FFE

)
(
1− Πc

FFE

)


ln

(
1− Π0

FFE

)

︸ ︷︷ ︸
Ad

+ D0 −Dc

ln


(
1− Π0

FFE

)
(
1− Πc

FFE

)


︸ ︷︷ ︸
Bd

ln

(
1− Π

FFE

)
(2.115)

De = D0 +
Dc −D0

ln


(
1− Πc

FFE

)
(
1− Π0

FFE

)


ln


(
1− Π

FFE

)
(
1− Π0

FFE

)
 (2.116)

On peut d’ailleurs aboutir à une relation de l’endommagement à la ième sollicitation :

Di −D0

ln


(
1− Πi

FFE

)
(
1− Π0

FFE

)


=
Dc −D0

ln


(
1− Πc

FFE

)
(
1− Π0

FFE

)


=
Di+1 −D0

ln


(
1−Πi+1

FFE

)
(
1− Π0

FFE

)


(2.117)

Di+1 = D0 +
Di −D0

ln


(
1− Πi

FFE

)
(
1− Π0

FFE

)


ln


(
1−Πi+1

FFE

)
(
1− Π0

FFE

)
 (2.118)

La loi logarithmique de l’endommagement considérée par Naderi et Khonsari [2010a]
provient de critères de convexité sur l’entropie accumulée :

dDe

dΠ
> 0

d 2De

dΠ2 > 0 (2.119)

Ce qui implique une fonction particulière pour l’endommagement critique [Naderi et Khon-
sari, 2010a] :

Dc =
−1

ln(FFE)
ln

(
1− Πc

FFE

)
(2.120)

Endommagement à deux seuils critiques

La littérature présente habituellement un endommagement critique qui caractérise la
fin de la phase 2 et le début de la phase 3 menant à la ruine de l’échantillon (voir figure 2.6).
Néanmoins, il est possible de caractériser la transition entre phase 1 et phase 2, en plus de
celle entre phase 2 et 3. En effet, il est observé expérimentalement, suivant l’amplitude de
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sollicitation, des comportements différents proportionnels à un écrouissage plus ou moins
important lors de la transition de phase 1 à 2 (un pic d’écrouissage peut avoir lieu ou non).
Ainsi, un endommagement critique en première phase parait avoir un intérêt puisqu’il marque
l’effet de l’écrouissage, le deuxième endommagement critique étant quant à lui plutôt lié à
la dynamique des dislocations et au travail de déformation plastique dissipé durant la phase
stationnaire. Il est par conséquent possible d’introduire un paramètre d’endommagement
respectant les critères de convexités imposés pour la croissance de l’endommagement et
dépendant des différentes phases en fatigue avec deux endommagements critiques Dc1;Dc2.

En introduisant la variable x j =

(
1− Π j

FFE

)
pour alléger l’écriture, l’endommagement peut-

être donné par :

De = D0
ln(x)

ln(x0)
∀x ∈ (x0, x1) De = Dc1

ln(x)

ln(x1)
∀x ∈ (x1, x2) De = Dc2

ln(x)

ln(x2)
∀x ∈ (x2, x f )

(2.121)

Dc1 = D0
ln(x1)

ln(x0)
Dc2 = Dc1

ln(x2)

ln(x1)
= D f

ln x2

ln x f
(2.122)

On pourra estimer le paramètre d’endommagement initial D0, en considérant des entropies
très proches (très légèrement au-dessus ou en dessous de la valeur de xi : xi±ε) des entropies
d’un matériau sain très légèrement dégradé, et en sachant que D f = 1 par définition, on a :

D0 = D f

(
ln x2

ln x f

)(
ln x0

ln x2

)
=

ln x0+ε
ln x f −ε

(2.123)

Pour différencier les deux endommagements critiques, on pourra appeler Dc1 l’endom-
magement d’écrouissage, étant donné que ce qui apparait en début de test est un phéno-
mène d’écrouissage impliquant une augmentation de la densité de dislocations (avec ou
sans pic). Dc2 par contre, sera associé à l’ensemble de la déformation plastique et pourra de
fait être dénommé endommagement irréversible.

En considérant le lien entre entropie générée et le nombre de cycles à rupture [Naderi
et al., 2009], les expressions deviennent :

D0 = D f

ln

(
1− N0+ε

N f

)
ln

(
1− N f −ε

N f

) Dc1 = D f

ln

(
1− Nc1

N f

)
ln

(
1− N f −ε

N f

) Dc2 = D f

ln

(
1− Nc2

N f

)
ln

(
1− N f −ε

N f

) (2.124)

Les changements de régimes sont évalués par l’évolution de la dérivée temporelle (lis-
sée par méthode des moindres carrés pondérés) de la température en fonction du temps.
Les deux phases sont ainsi déterminées par le début et la fin d’une phase stabilisée (voir fi-
gure 2.47). Pour estimer l’endommagement initial (dans le cas de matériau non vierge), on
raisonne à partir de l’énergie d’une ligne de dislocation dépendant du module de cisaille-
ment µc et du module de Burgers du matériau bu . En général, un matériau possède une
densité de dislocation entre 105 et 1012 cm−2, ainsi en utilisant la section du matériau (en
cm2), on obtient une approximation de l’énergie totale des dislocations et ainsi une entro-
pie initiale dans nos cas qui est d’environ :

Ed ∼µc b2
u ⇒ Ed tot ∼ ρdµc b2

u ⇒Π0 =
Ed tot

T
∼
p

10 [J/m−3K] (2.125)

En effectuant un développement limité (FFE >>
p

10), l’endommagement initial ressemble
fortement à l’équation utilisée par Naderi et Khonsari [2010a], ce qui permet à partir des
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relations précédentes d’estimer le paramètre d’endommagement initial avec x0 connu et
non plus l’approximation x0 ≈ x0+ε :

D0 =
−Π0

FFE

(
1

ln x f −ε

)
(2.126)

En résumé, l’endommagement initial peut être estimé à partir d’une bonne connaissance
de l’entropie initiale équation 2.125 puis une loi logarithmique équation 2.126. Sinon, il est
possible d’utiliser un nombre de sollicitation très proche de 0 et de considérer un endom-
magement identique à N0 et à N0+ε.

Plusieurs endommagements sont calculés à partir des relations précédentes.

Cas 1 : D0 utilisant l’équation 2.120 (en remplaçantΠc parΠ0)

– a) Π0 donné par l’équation 2.125

– b) Avec ln

(
1− Π0

FFE

)
= ln x0+ε

Cas 2 : D0 utilisant l’équation 2.126, avecΠ0 donné par l’équation 2.125

Cas 3 : D0 utilisant l’équation 2.124

Cas 4 : Dc1 et Dc2 utilisant l’équation 2.120 avec ln

(
1− Πc1

FFE

)
= ln x1 et ln

(
1− Πc2

FFE

)
= ln x2

Cas 5 : Dc1 et Dc2 utilisant l’équation 2.124

Finalement, les endommagements critiques sont estimés à partir de l’équation 2.124, les
résultats pouvant ainsi être comparés avec les valeurs obtenues par l’équation 2.120 pro-
venant de la littérature. Les résultats présentés de la figure 2.49 jusque figure 2.51 montrent
une surestimation de notre modèle en comparaison avec celui de Naderi et Khonsari [2010a].

Mais, la théorie mise en œuvre précédemment permet de suivre les différentes phases
de fatigue dans lequel se trouve le matériau. Cependant, l’endommagement critique en pre-
mière phase (phase de montée en température) est très faible Dc1 ≈ 10−2, par conséquent,
lorsque l’on ne cherche pas à étudier cette transition de phase, le modèle de Naderi et Khon-
sari [2010a] utilisant un seul endommagement critique (Dc2) reste suffisant (à noter, qu’un
endommagement critique se basant sur des critères de localisation d’endommagement et
de microendommagement est trouvé proche de cette valeur par Bai et al. [2000], Yilong et al.
[2002], pour des phénomènes rapides, ce qui pourrait peut être indiquer une fusion des deux
phases).

L’observation des résultats de l’endommagement dégage une tendance globale d’évo-
lution. En effet, l’évolution logarithmique de l’endommagement permet la prédiction de la
rupture en fatigue pour les deux matériaux étudiés pour des sollicitations variées en fré-
quence et amplitude de chargement impliquant une faible variabilité de comportement de
l’endommagement.
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FIGURE 2.47 – Détermination des temps critiques d’endommagement pour l’Al 2024 à 11.5 kN et pour
le S-235 à 12 et 13 kN (5 Hz)
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FIGURE 2.48 – Évolution des endommagements critiques en fonction des tests de l’Al-2024

FIGURE 2.49 – Évolution des endommagements critiques en fonction des tests du S-235
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FIGURE 2.50 – Variation de l’endommagement en fonction de la durée de vie pour chaque test de
l’Al-2024

FIGURE 2.51 – Variation de l’endommagement en fonction de la durée de vie pour chaque test du
S-235

Page 54 Patrick Ribeiro



2.6 Étude des modèles d’estimation empiriques

2.6 Étude des modèles d’estimation empiriques

Après l’obtention des résultats expérimentaux, on décide de se concentrer sur les deux
modèles empiriques, plus précisément sur l’imprécision du modèle de Park et Nelson puis
sur la possibilité du modèle de Ramberg Osgood cyclique à estimer l’entropie de rupture et
être utilisé comme modèle numérique.

2.6.1 Sur l’imprécision du modèle de Park et Nelson

L’origine de l’imprécision du modèle vient dans un premier temps du fait que le modèle
est habituellement utilisé pour remonter à un nombre de cycles à rupture, et que l’influence
de la contrainte moyenne est prise en compte uniquement dans l’énergie de déformation
élastique cyclique. D’autre part au vu des résultats expérimentaux, l’imprécision peut aussi
venir du fait que l’estimation des propriétés en fatigue n’est pas très fiable [Fatemi et al.,
2005, Lipski et Mroziński, 2012]. En effet, Meggiolaro et Castro [2004] observent pour un en-
semble de matériaux une grande variabilité des propriétés en fatigue pour une même famille
de matériaux. De fait, pour les alliages d’aluminium, un coefficient de variation C (rapport
de l’écart type sur la moyenne) est calculé et montre la forte dispersion du coefficient de duc-
tilité en fatigue (Cε′ f = 179%), puis des dispersions plus légères pour les autres propriétés en
fatigue (Cσ′ f = 24%, Cb = 28% et Cc = 33%). L’observation est identique dans le cas des aciers
(Cε′ f = 157%, Cσ′ f = 43%, Cb = 40% et Cc = 28%).

En reprenant les équations de base de la fatigue oligocyclique, on peut remonter au mo-
dèle énergétique de Park et Nelson :

σa =
∆σ

2
=σ′

f Nb
f εa =

∆ε

2
=
σ′

f

E
Nb

f +ε′f Nc
f σaεa =

σ′
f

2

E
N2b

f +σ′
f ε

′
f Nb+c

f (2.127)

L’erreur commise en déterminant les propriétés en fatigue (on associe une erreur multi-
plicative à chaque coefficient ξσ′

f
, ξε′f , et additive à chaque exposant ξb et ξc ) agit directement

sur les énergies de déformation cyclique calculées par le modèle :

(σaεa)er r =

(
ξσ′

f
σ′

f

)2

E
N2(b+ξb )

f +
(
ξσ′

f
σ′

f

)(
ξε′f

ε′f
)

N(b+ξb )+(c+ξc )
f (2.128)

(σaεa)− (σaεa)er r =
σ′

f
2

E
N2b

f

(
1−ξ2

σ′
f
N2ξb

f

)
︸ ︷︷ ︸

Partie élastique

+σ′
f ε

′
f Nb+c

f

(
1−ξσ′

f
ξε′f

Nξb+ξc
f

)
︸ ︷︷ ︸

Partie plastique

(2.129)

Dans notre cas, restreint à la fatigue oligocyclique, on peut considérer comme négli-
geable la partie élastique de la puissance de déformation devant la puissance de déformation
plastique si bien que l’on peut exprimer une erreur relative :

(σaεa)− (σaεa)er r

(σaεa)
=

(
1−ξσ′

f
ξε′f

Nξb+ξc
f

)
(2.130)

De fait, dans le contexte du modèle de Park et Nelson [2000], on peut écrire finalement l’er-
reur relative sur le travail de déformation plastique cyclique :

Wp = 22+b+cσ′
f ε

′
f

(
c −b

c +b

)
Nb+c

f (2.131)
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FIGURE 2.52 – Évolution de l’erreur relative R (équation 2.133) commise sur l’estimation du travail de
déformation plastique en fonction des incertitudes sur les paramètres en fatigue (en utilisant équa-
tion 2.19 avec ε′f ±100%, b±28% et c ±33%) pour l’aluminium Al-2024 en considérant un nombre de
cycles à rupture de ≈ 10000

Wp er r = 22+(b+ξb )+(c+ξc )(ξσ′
f
σ′

f )(ξε′f ε
′
f )

(
(c +ξc )− (b +ξb)

(c +ξc )+ (b +ξb)

)
N(b+ξb )+(c+ξc )

f (2.132)

R =
Wp −Wp er r

Wp
=

(
1−2ξb+ξcξσ′

f
ξε′f

(
c2 −b2 + (ξc −ξb)(b + c)

c2 −b2 + (c −b)(ξb +ξc )

)
Nξb+ξc

f

)
(2.133)

Le coefficient de résistance à la fatigue est généralement assez bien estimé par les modèles
existants des coefficients en fatigue, par contre le coefficient de ductilité d’une part et les
deux exposants en fatigue d’autre part peuvent être assez mal estimés. On peut ainsi obser-
ver une forte croissance de l’erreur lorsque l’on estime le travail plastique (exemples en fi-
gure 2.52 et figure 2.53), pouvant donner un travail plastique supérieur à celui attendu d’un
à plusieurs ordres de grandeur. Ainsi en plus d’une différence certaine entre la prédiction
annoncée par le modèle de Park et Nelson et la physique du phénomène, une erreur peut se
superposer à travers une mauvaise estimation des paramètres en fatigue du matériau étudié.

2.6.2 Sur le modèle de Ramberg-Osgood cyclique

Suite aux résultats sur la FFE, il est possible d’estimer numériquement l’évolution de la
température à partir de l’équation de la chaleur. En effet, en considérant le terme de puis-
sance de déformation plastique comme un terme source lié au modèle de Ramberg Osgood
cyclique (on multipliera le terme source (Γ ) par la fréquence de sollicitation ( f ) pour conver-
tir une énergie cyclique en puissance), le problème physique est donné par l’équation :

∂T(x, t )

∂t
= χ

∂2T(x, t )

∂x2
+ Γ

ρC
Γ =

[
2 f σ1+(1/n′)

(2K′)1/n′

]
(2.134)

Avec χ, la diffusivité thermique du matériau et, ρ et C masse volumique et capacité calori-
fique respectivement. Ce problème que l’on appellera problème général peut être résolu par
séparation de variables 18. On résout ainsi dans un premier temps le problème stationnaire

18. Lorsque le problème présente des singularités, le problème est plus difficile à résoudre et nécessite cer-
taines transformations [Laraqi et Monier-Vinard, 2013]
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FIGURE 2.53 – Évolution de l’erreur relative R (équation 2.133) commise sur l’estimation du travail de
déformation plastique en fonction des incertitudes sur les paramètres en fatigue (en utilisant équa-
tion 2.18 avec ε′f ±100%, b ±40% et c ±28%) pour l’acier S235 en considérant un nombre de cycles à
rupture de ≈ 3500

avec le terme source (la source est homogène et indépendante du temps, les conditions aux
limites sont de première espèce car les mors agissent comme des puits de chaleur) puis on
résout le problème instationnaire (avec des conditions aux limites homogènes et une condi-
tion initiale étant la condition initiale du problème original diminué du profil de tempéra-
ture obtenu en régime stationnaire). Les fonctions propres X(βm , x), valeurs propres βm et la
normalisation intégrale N(βm) provenant du problème aux valeurs propres associé au pro-
blème instationnaire sont données par :

X(βm , x) = sin(βm x) βm =
mπ

L
(sin(βmL) = 0) N(βm) = L/2 (2.135)

Avec (L) la longueur de l’échantillon. La solution du problème général s’écrit comme la somme
des deux solutions précédentes [Özişik, 1993] :

T(x, t ) = T0 +
Γ

2k

(
Lx −x2)+(

Γ

kL

) ∞∑
m=1

e
−χ

(mπ

L

)2

t
sin

(mπx

L

)2cos(mπ)−2(mπ

L

)3

 (2.136)

Cette solution analytique permet une convergence rapide de la somme infinie. Une autre
méthode est de calculer la solution par des méthodes numériques. De fait, en utilisant un
schéma aux différences finies, on peut obtenir une solution du problème en fonction du
temps. Très simplement, un schéma d’ordre 2 centré est utilisé pour l’espace, un schéma
d’Euler explicite est utilisé pour le temps :

∂T

∂t
=

Ti+1,n −Ti ,n

∆t

∂2T

∂x2
=

Ti ,n+1 −2Ti ,n +Ti ,n−1

(∆x)2
(2.137)

∆t et ∆x correspondent aux discrétisations temporelles et spatiales. Pour la température,
i représente la discrétisation en temps et n la discrétisation en espace. En introduisant le
nombre de Fourier numérique Fo = χ∆t/(∆x)2, on obtient :

Ti+1,n = Ti ,n +Fo
(
Ti ,n+1 −2Ti ,n +Ti ,n−1

)
+∆t

ρC

[
2 f σ1+(1/n′)

(2K′)1/n′

]
(2.138)
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La condition de stabilité du schéma explicite en temps nécessite un nombre de Fourier res-
pectant la condition CFL (Courant, Friedrichs, Lewy) qui est Fo ≤ 0,5. La condition initiale
en température et les conditions aux limites en température (sur la longueur de l’éprou-
vette) sont prises égales à 18,5◦C. Les propriétés en fatigue sont prises en moyennant l’équa-
tion 2.15 et l’équation 2.18 pour le S-235 et l’équation 2.16 et l’équation 2.19 pour l’Al 2024.
Le modèle parait prédire de façon assez proche l’élévation de température obtenue expéri-
mentalement pour les deux matériaux (voir figure 2.54 et figure 2.55). Pour affiner la pré-
cision, on peut utiliser un modèle bidimensionnel. Le modèle unidimensionnel correspon-
dant à un modèle bidimensionnel où le matériau est isolé thermiquement suivant la largeur.
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FIGURE 2.54 – Modèle 1D de l’évolution de la température en fonction du temps et profils de tempé-
rature en considérant le modèle R-O comme terme source pour l’AL-2024
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FIGURE 2.55 – Modèle 1D de l’évolution de la température en fonction du temps et profils de tempé-
rature en considérant le modèle R-O comme terme source pour le S-235

Dans le cas bidimensionnel, on ajoute une discrétisation en espace (∆t ,∆x et∆y). Pour
la température, i représente la discrétisation en temps, n la discrétisation suivant la lon-
gueur de l’éprouvette et k la discrétisation suivant la largeur de l’éprouvette. Dans le cas
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d’un maillage homogène (∆x=∆y), la condition CFL implique une stabilité pour Fo ≤ 1/4.
Dans notre cas, on utilisera un maillage non homogène, ce qui impliquera deux nombres de
Fourier numérique différents : Fox = χ∆t/(∆x)2 pour la longueur et Foy = χ∆t/(∆y)2 pour la
largeur (la condition CFL dans notre cas étant Fox ≤ 1/2 et Foy ≤ 1/2). On ajoute par consé-
quent une différence centrée suivant la longueur :

Ti+1,n,k = Ti ,n,k +Fox

(
Ti ,n+1,k −2Ti ,n,k +Ti ,n−1,k

)
+Foy

(
Ti ,n,k+1 −2Ti ,n,k +Ti ,n,k−1

)
+∆t

ρC

[
2 f σ1+(1/n′)

(2K′)1/n′

]
(2.139)

De plus, on utilisera des conditions aux limites de type Neumann suivant la largeur de l’éprou-
vette avec un coefficient de convection hG = 10 Wm−2K−1 (voir figure 2.56 et figure 2.57) :

−k
∂T

∂y
= hG(T−T0) en y=0 et en y=l (2.140)

FIGURE 2.56 – Modèle 2D de l’évolution de la température en fonction du temps, le modèle R-O étant
pris comme terme source. Cas de l’Al-2024 avec condition aux limites de type Dirichlet suivant la lon-
gueur (T = 18,5◦C) et de type Neumann suivant la largeur (hG = 10 Wm−2K−1 et T0 = 15◦C). Données :
Fox = 0,062007, Foy = 0,27635, t = 50s.

Le modèle de Ramberg-Osgood cyclique utilisé jusqu’ici se base uniquement sur l’am-
plitude de contrainte pour remonter à la déformation plastique cyclique. On souhaite main-
tenant prendre en compte les oscillations du chargement en fatigue, en conséquence, on
utilisera un modèle de plasticité cyclique tel que :

∆εp

2
=


(
∆σ

2

)
si n(2π f t )

K′


1/n′

(2.141)

Dans notre cas, le rapport de contrainte utilisé dans nos expériences est Rσ = 0 (traction-
traction) ainsi :

σ =σmax | sin(2π f t ) | εp = 2

(
σmax | sin(2π f t ) |

2K′

)1/n′

(2.142)
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FIGURE 2.57 – Modèle 2D de l’évolution de la température en fonction du temps, le modèle R-O étant
pris comme terme source. Cas du S-235 avec condition aux limites de type Dirichlet suivant la lon-
gueur (T = 18,5◦C) et de type Neumann suivant la largeur (hG = 10 Wm−2K−1 et T0 = 15◦C). Données :
Fox = 0,086538, Foy = 0,42735, t = 50s.

Puisque l’on utilise la fonction valeur absolue pour simuler les contraintes répétées de trac-
tion, on veillera à diviser la fréquence utilisée dans ce modèle par deux pour pouvoir compa-
rer les résultats à l’expérience (car la fréquence de sollicitation est artificiellement doublée).

ε̇p = 21−(1/n′)
(σmax

K′
)1/n′

(2π f )cos(2π f t )si g n(sin(2π f t ))
1

n′ | sin(2π f t ) |(1/n′)−1 (2.143)

σ : ε̇p = 21−(1/n′)σmax

(σmax

K′
)1/n′

(2π f )cos(2π f t )si g n(sin(2π f t ))
1

n′ | sin(2π f t ) |(1/n′)

(2.144)

Dans le cas où σ =σmax | cos(2π f t ) |, on a :

σ : ε̇p = 21−(1/n′)σmax

(σmax

K′
)1/n′

(−2π f )sin(2π f t )si g n(cos(2π f t ))
1

n′ | cos(2π f t ) |(1/n′)

(2.145)

Dans le cadre des différences finies présentées précédemment, on utilisera un modèle 1D où
le terme source devient :

Ti+1,n = Ti ,n +Fo
(
Ti ,n+1 −2Ti ,n +Ti ,n−1

)
+∆t

ρC
σ : ε̇p (2.146)

L’entropie de rupture étant estimée par :

FFE =
∫

t

σ : ε̇p

T
d t =

1

T

[
21−(1/n′)

(σmax

K′
)1/n′ 2π f σmax

n′

]∫
t

cos(2π f t )si g n(sin(2π f t ))|si n(2π f t )|1/n′
d t

(2.147)

Les résultats obtenus sont de très mauvaise qualité, en effet, la température obtenue n’aug-
mente que de quelques centièmes de degrés (voir figure 2.58) et la FFE obtenue est proche
de 0.
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FIGURE 2.58 – Profil de température à un instant t avec le modèle R-O sinusoïdal comme terme source
pour l’AL-2024(gauche) et le S-235(droite), en rouge : équation 2.144 et bleu : équation 2.145

Dans le modèle précédent, on ne considère pas à priori que la puissance de déformation
plastique soit toujours dissipative. Pour ce faire, il est nécessaire d’utiliser |σ : ε̇p | étant stric-
tement positif, un terme source uniquement produisant de la chaleur (et de l’entropie). Par
conséquent, on a :

|σ : ε̇p |=σ | ε̇p |= 21−(1/n′)
(

(2π f )σmax

n′

)(σmax

K′
)1/n′

| cos(2π f t ) || sin(2π f t ) |(1/n′) (2.148)

FFE =
∫

t

σ | ε̇p |
T

d t =
1

T

[
21−(1/n′)

(σmax

K′
)1/n′ 2π f σmax

n′

]∫
t
| cos(2π f t ) | |si n(2π f t )|1/n′

d t

(2.149)

Les résultats de ce modèle (figure 2.59 et figure 2.60) montrent une estimation raisonnable
de la température obtenue expérimentalement (figure 2.33 et figure 2.34). Les FFE moyennes
calculées à partir de ce modèle étant de 1,86.106 Jm−3K−1 pour l’Al-2024 et 2,65.106J m−3K−1

pour le S-235 (l’intégrale est estimée numériquement par méthode quadratique adaptative ;
la température moyenne, la contrainte maximale et le temps à rupture sont tirés des résultats
expérimentaux) .

On peut vérifier ces résultats en utilisant le logiciel commercial Comsol utilisant la mé-
thode BDF (méthode implicite) nécessitant peu d’éléments finis et un pas de temps de d t =
8.10−4 secondes pour un modèle 1D. On peut simuler ensuite un modèle Comsol 3D, le coef-
ficient d’échange global moyen étant fixé à hG = 10 Wm−2K−1 (voir figure 2.61) traduisant les
échanges globaux. L’utilisation d’un terme source dynamique est donc possible pour pou-
voir estimer plus précisément l’entropie de rupture en fatigue et avoir l’évolution de la tem-
pérature en fonction du temps, néanmoins ce modèle ne permet pas de retranscrire le pic
d’écrouissage qui a lieu en début de test.
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FIGURE 2.59 – Modèle 1D de l’évolution de la température en fonction du temps et profils de tempé-
rature en considérant le modèle R-O sinusoïdal absolument dissipatif (équation 2.148) comme terme
source pour l’Al-2024
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FIGURE 2.60 – Modèle 1D de l’évolution de la température en fonction du temps et profils de tem-
pérature en considérant un modèle R-O sinusoïdal absolument dissipatif (équation 2.148) comme
terme source pour le S-235
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l’Al-2024 (gauche) et le S-235 (droite) utilisant l’équation 2.148 comme terme source

Patrick Ribeiro Page 63



2. FATIGUE ET THERMODYNAMIQUE CLASSIQUE

2.7 Exergie en fatigue

L’étude thermodynamique de la fatigue était basée jusqu’ici uniquement sur les deux
principes de la thermodynamique sans prendre en compte les effets de l’environnement
sur le système. Une quantité thermodynamique est ainsi nécessaire si l’on souhaite étendre
l’étude thermodynamique des systèmes soumis à la fatigue.

2.7.1 Exergie et notion de qualité

La notion de qualité est essentielle dans le domaine de la thermodynamique, en effet, du
point de vue de la thermodynamique du premier principe, il est impossible de hiérarchiser
les différentes énergies existantes. Le second principe permet lui de différencier les diffé-
rentes énergies et notamment de rompre avec l’équivalence chaleur-travail. De ce fait, il est
possible de créer un potentiel thermodynamique prenant en compte les effets de l’environ-
nement, et permettant la traduction de toutes les énergies en une seule et même quantité
équivalente mécanique, l’exergie. À l’origine, c’est l’équivalent chaleur (appelé désagréga-
tion) qui était utilisé avec d’autres quantités maintenant inexistantes dans la thermodyna-
mique classique moderne, mais qui tout de même menèrent au second principe [Pellegrino
et al., 2015].

L’exergie naquit avec Gouy [1889] et son concept d’énergie utilisable qui fut ensuite re-
pris par Stodola [1903] et Keenan [1951], puis dénommé finalement exergie par Rant [1956].
Cette notion thermodynamique regroupe en fait les deux principes, permettant de transla-
ter la création d’entropie, concept additif au bilan d’entropie, en destruction d’exergie, deve-
nant ainsi une fraction de l’exergie totale. Cette notion étant définie comme la fraction mé-
canisable d’une énergie (les différentes énergies sont converties en équivalent mécanique)
apparait parfois comme une distance à l’équilibre d’un système, car elle prend en compte
les effets de l’environnement sur le système. Cette notion montre un grand intérêt socié-
tal [Rosen, 2002a,b,c,d,e,f], et se répand, de par son efficacité, à de nombreux domaines à
commencer par l’ingénierie dans l’étude du moteur Stirling [Li et al., 2016a,b, Popescu et al.,
1996] (voir figure 2.63), dans l’analyse des systèmes énergétiques par exemple l’étude des
machines trithermes, et dans les procédés de fabrication [Bilgen et Takahashi, 2002, Feidt,
2013, Feidt et Costea, 2012, Feidt, 2008, Grosu, 2014, Grosu et al., 2004, Hoque et al., 2015,
Yumrutaş et al., 2002, Zheng et al., 2002].

On retrouve cette quantité physique dans divers domaines différents de sciences exactes
[Delgado, 2008, Dincer et Cengel, 2001, Pishbin et al., 2015, Queiros-Condé et Feidt, 2008,
Queiros-Condé et Feidt, 2010, Sorgüven et Özilgen, 2015, Wechsatol et al., 2004] (figure 2.62
et figure 2.65) allant jusqu’aux sciences humaines [Abusoglu et Kanoǧlu, 2009, Ayres, 1998,
Ayres et al., 1998, Konchou et al., 2015, Tsatsaronis, 2008], en passant notamment par le dé-
veloppement durable et les énergies renouvelables [Dincer et Rosen, 2013, Queiros-Condé
et al., 2011] (figure 2.64). C’est à partir de sa nature concrète et de son histoire [Sciubba et
Wall, 2007] que la notion d’exergie est à l’origine d’autres concepts proches.

L’essergie est considérée ainsi comme un potentiel mesurant la distance à l’équilibre ba-
sée sur la physique statistique, que l’on peut aussi appeler essergie attendue (de par son as-
pect statistique) ou encore fonction de Kullback. Il apparait comme un symétrique de l’exer-
gie en incorporant réaction chimique à partir de la physique statistique et qui peut être lié
à l’énergie libre [Evans, 1980]. L’emergie quant à elle se concentre sur la composante des
différents types d’énergies et la notion de qualité, très utilisé dans le contexte thermoécono-
mique [Baral et al., 2016, Iribarren et al., 2014], mais restant différente de l’analyse exergé-
tique [Sciubba, 2010].
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FIGURE 2.62 – Consommation d’exergie mondiale de carburant et minéraux à travers le 20 e siècle
[Delgado, 2008]

FIGURE 2.63 – Distributions des dif-
férentes exergies absorbées dans
un moteur Stirling de type Gamma
[Li et al., 2016b]

FIGURE 2.64 – Rendement exergétique du potentiel éolien
dans la région d’Ontario en janvier [Dincer et Rosen, 2013]

2.7.2 Des deux principes à l’exergie

Supersystème et exergie

Dans le cadre de la mécanique des milieux continus, on est généralement contraint de
borner le domaine d’étude par un domaine matériel (Lagrangien) ou par un volume de
contrôle (Eulérien), il en est de même en thermodynamique où il est nécessaire de définir
un volume de contrôle et par conséquent les frontières par lesquelles s’opèrent les différents
échanges d’énergie. Pour prendre en compte les effets de l’environnement, il est possible de
prendre en compte ce que l’on appelle le supersystème [Benelmir et al., 2002] défini comme
le système à l’origine de l’étude et son milieu ambiant (voir figure 2.66), milieu vaste englo-
bant le système et étant dans un état d’équilibre thermodynamique parfait (que l’on pourra
de cette manière considérer comme milieu de référence). Le système et le milieu ambiant ne
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FIGURE 2.65 – Rendement énergétique et exergétique de plusieurs machines [Dincer et Cengel, 2001]

sont pas à l’équilibre, si bien que, le supersystème va produire un travail lorsque le système
va passer d’un état initial à un état d’équilibre.

À partir du premier principe, le travail considéré comme fourni par le supersystème
(donc négatif) est donné par :

W =∆ES+0 < 0 ⇒|W| = −∆ES+0 ∆ES+0 =∆ES +∆E0 = U0 −E+∆U0 (2.150)

Où ∆ES+0 est la variation d’énergie de l’ensemble système + milieu ambiant, superposition
de chacune des variations d’énergie associée à chaque sous-ensemble (∆ES pour le système
et ∆E0 pour le milieu ambiant). Dans le cas du système, la variation d’énergie correspond
à la différence entre l’énergie initiale E et l’énergie à l’état d’équilibre U0, et pour le milieu
ambiant, la variation d’énergie correspond à la variation de son énergie interne.

Le milieu ambiant par sa définition même est à température et pression constante, ce qui
permet de déduire son énergie interne. De plus, comme le volume total du supersystème est
constant, la variation de volume de chaque sous-ensemble est liée :

∆U0 = Q0 +W0 = T0∆S0 −p0∆V0 ∆VS +∆V0 = 0 ⇒∆V0 = −∆VS (2.151)

La variation d’énergie totale devient ainsi :

∆ES+0 = U0 −E+T0∆S0 +p0∆VS (2.152)
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FIGURE 2.66 – Supersystème composé du système fermé et du milieu ambiant [Benelmir et al., 2002]

Le deuxième principe nous donne l’entropie des deux sous-ensembles et le lien avec la créa-
tion d’entropie :

∆SS+0 =∆SS +∆S0 =ΠT ∆S0 =ΠT −∆SS (2.153)

En couplant les deux principes, on obtient finalement le travail fourni par le supersystème
pour atteindre l’équilibre :

∆ES+0 = U0 −E+T0ΠT −T0∆SS +p0∆VS |W| = (E−U0)−T0(S −S0)+p0(V −V0)−T0ΠT

(2.154)

On fait apparaitre ainsi le travail maximal récupérable du supersystème Wmax , lié intrin-
sèquement au cas réversible où la génération d’entropie est nulle. C’est précisément cette
quantité qui représente ce que l’on appelle l’exergie (X), néanmoins, la transformation ré-
versible idéale est une transformation n’apparaissant pas dans les cas réels. Le travail fourni
est alors toujours inférieur au cas réversible, et une destruction d’exergie apparait (T0ΠT).

|W| = Wmax −T0ΠT Wmax = (E−U0)−T0(S −S0)+p0(V −V0) (2.155)

dX = dE+p0dV −T0dS (2.156)

Théorème de Gouy-Stodola

Le raisonnement précédent peut être obtenu plus simplement par ce que l’on appelle le
théorème de Gouy-Stodola (apparaissant comme un principe variationnel pour un système
ouvert selon Lucia [2012]). Dans un premier temps, on ajoute p0dV au premier principe :

dE = δQ+δW +p0dV ; E = U+Ek +Ep (2.157)

Dans un deuxième temps, on multiplie le second principe par la température de l’envi-
ronnement T0 :

T0dS = T0

(
δQ

T
+δΠT

)
(2.158)

Finalement en soustrayant l’équation 2.157 à l’équation 2.158 et en négligeant les varia-
tions d’énergies potentielle et cinétique, l’exergie (équation 2.156) apparait :

dX = δQ

(
1− T0

T

)
+δW +P0dV −T0δΠT (2.159)
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L’avantage de cette dernière équation repose sur le contraste entre les différentes énergies.
En effet, les différentes énergies n’interviennent plus directement comme dans le premier
principe, mais c’est leurs qualités qui apparaissent dans ce bilan. En réalité, le deuxième
principe est à l’origine de la notion "dégradée" de l’énergie chaleur par opposition au travail
mécanique considéré comme "noble". Néanmoins, la notion d’exergie permet la comparai-
son de toute forme d’énergie, de la sorte, on considère généralement comme "noble" l’éner-
gie électrique ou encore l’énergie chimique tout comme le travail mécanique. À l’opposé,
l’énergie chaleur étant plus "désordonnée", est qualifiée d’énergie "dégradée". En définitive,
exergie et énergie sont identiques lorsque l’on parle d’énergie "noble", alors que pour des
énergies "dégradées" des facteurs modélisant la qualité de l’énergie interviennent, c’est le
cas du facteur de Carnot pour l’énergie chaleur.

δXq = δQ

(
1− T0

T

)
= θcδQ (2.160)

Xq : Exergie chaleur [J]

T0 : Température de référence (température ambiante) [K]

T : Température absolue [K]

θc : Facteur de Carnot

L’équation précédente fait apparaitre une différenciation de l’énergie en une somme de
deux parties, une partie exergétique (θcδQ) et une partie que l’on appelle anergétique (1−
θc )δQ. L’anergie correspond à l’impossibilité d’une énergie "dégradée" à produire de l’exer-
gie, mais elle peut être vue comme une énergie nécessaire à la construction d’un réseau de
transfert permettant ensuite l’échange d’énergie restante, celle-ci étant l’exergie. Une repré-
sentation simple est de différencier les deux parties de l’énergie, l’énergie se concentre soit
dans des zones anergétiques (pour des facteurs de Carnot faibles) soit dans des zones exer-
gétiques (pour des facteurs de Carnot élevés) comme nous le représentons en figure 2.67, en
sachant que seules les zones exergétiques peuvent produire du travail.

Une autre illustration provenant du monde animal est possible à travers l’Oecophylla
spp, un type de fourmi tisserande. Pour aller d’un point A à un point B, ces fourmis créent
un pont (voir figure 2.68) pour que les autres puissent passer. On peut assimiler les fourmis
contribuant à la construction du pont à l’anergie et celles qui passent, à l’exergie. Il est donc
nécessaire de perdre de l’énergie par anergie pour pouvoir transférer une quantité d’exergie.
Si maintenant, lors de son passage, une fourmi tombe du pont, on peut voir cette malheu-
reuse tragédie comme une perte d’exergie pure. Une des conséquences directes du second
principe est donc la destruction d’exergie (T0δΠT) qui accompagne l’irréversibilité d’une
transformation. Cette notion intervenant au niveau du rendement exergétique, la rend plus
simple à utiliser puisqu’elle représente une fraction de l’exergie totale et non plus une entro-
pie ajoutée.

Rendement exergétique

Le rendement exergétique rend compte de la qualité d’un système et est donc plus com-
plet que le simple rendement énergétique :

ηen =
E f (Qi ,Wi )

Er (Qi ,Wi )
= 1− Ep (Qi ,Wi )

Er (Qi ,Wi )
6= X f (Qi ,θc i ,Wi )

Xr (Qi ,θc i ,Wi )
= 1− Xp (Qi ,θc i ,Wi )

Xr (Qi ,θc i ,Wi )
(2.161)

E représente une énergie fonction :
D’énergies "dégradées" Qi et d’énergies "nobles" Wi ; fournies, reçues ou perdues ( f ,r ,p ).

X représente une exergie fonction :
D’énergies "dégradées" Qi , de leur facteur de qualité θc i , et d’énergies "nobles" Wi ;
fournies, reçues ou perdues ( f ,r ,p ).
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Zones exergétiques Zones anergétiques

Potentiel énergétique
à θc = 0, 25

Potentiel énergétique
à θc = 0, 75

FIGURE 2.67 – Exemple de représentation d’une énergie à différent facteur de Carnot, l’intensité de
couleur noire étant associée à une intensité de concentration énergétique.

Exemple d’application simple : la turbine à gaz

Un exemple simple, est la modélisation d’une TAG, composée d’un compresseur, d’une
chambre de combustion et une turbine (voir figure 2.69). Le cycle thermodynamique idéal
associé à celle-ci est composé de :

1-2 Compression isentropique de l’air. Passage d’une basse pression à une haute pression

2-3 Combustion isobarique dans la chambre de combustion ouverte (sans soupape)

3-4 Détente isentropique des gaz brûlés dans la turbine. Passage d’une haute à une basse
pression

4-1 Échappement et admission

Pour une température d’entrée d’air identique à celle de l’environnement (T0 = 288K), un
compresseur et une turbine ayant un rendement isentropique de 0,85, fonctionnant entre
1 et 16 bars, et une combustion air - Gaz de Montoir s’effectuant à Tc = 1423K et ayant un
rendement de 1.

— Compression : Wcomp = 410kW

— Combustion : Qcomb = 925kW

— Détente : Wtur b = −728kW

— Facteur de Carnot : θc = 1− (T0/Tc ) = 0,8

— Flux d’exergie de combustion : XQ = Qcombθc = 740kW
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FIGURE 2.68 – Construction du pont de fourmi [AntLAbDK]

FIGURE 2.69 – Schéma thermoptim d’une TAG

η =
|Wtur b +Wcomp |

Qcomb
= 0,34 ηx =

|Wtur b +Wcomp |
XQ

= 0,43 (2.162)

On aperçoit ainsi un rendement exergétique plus élevé que le rendement énergétique, en
effet, on observe que l’on exploite 43 % du potentiel exergétique contre 34 % du potentiel
énergétique. Ceci vient du fait que l’on ne prend pas en compte l’anergie chaleur dans le
rendement exergétique car elle ne produit pas de travail.

2.7.3 L’exergie de déformation

Analyse exergétique en fatigue

Les équations mises en jeux en mécanique se basent sur l’énergie libre de Helmholtz,
combinaison linéaire du premier et du deuxième principe qui possède le désavantage de
dépendre de la température du système (une température variable pouvant amener à l’uti-
lisation d’une entropie inertielle [Kuang, 2011]). L’exergie quant à elle met en avant le su-
persystème par l’intermédiaire du théorème de Gouy-Stodola, ce qui implique un potentiel
thermodynamique combinaison linéaire du premier et deuxième principe, mais avec une
dépendance à la température de l’environnement (plus précisément des conditions envi-
ronnementales lorsque l’on prend en compte en plus la pression exercée par l’environne-
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ment). Ainsi, l’analyse exergétique de la fatigue est applicable à tout système soumis à des
cycles de sollicitations. En considérant le travail de la pression ambiante sur l’échantillon
négligeable devant la déformation, l’analyse exergétique peut être exprimée en utilisant les
deux principes précédents (équation 2.23 et équation 2.24) :

ρẋ = −di v Q̇+σ : D+T0di v

(
Q̇

T

)
− T0γ̇︸︷︷︸

ẋd

(2.163)

Où ẋ représente le flux d’exergie spécifique fonction d’état et ẋd représente le flux de destruc-
tion d’exergie, symbolisant la déviation à la réversibilité. En remplaçant la création d’entro-
pie obtenue par l’équation 2.39, le bilan exergétique devient :

ρẋ = −di v Q̇

(
1− T0

T

)
︸ ︷︷ ︸

ẋq

+σ : ε̇p

(
1− T0

T

)
︸ ︷︷ ︸

ẋp

+σ : ε̇e︸ ︷︷ ︸
ẋe

−
(
−T0

T
Ak V̇k

)
︸ ︷︷ ︸

ȧnk

(2.164)

ẋe : Flux d’exergie spécifique associé à la déformation élastique

ẋq : Flux d’exergie spécifique associé à la chaleur

ẋp : Flux d’exergie spécifique associé à la déformation plastique

ȧnk : Flux d’anergie spécifique associé aux variables internes

L’équation obtenue montre que l’énergie de déformation plastique possède une qualité
inférieure à celle d’un travail mécanique. Son exergie est représentée par le second terme
du bilan exergétique où l’on peut voir un facteur de Carnot. Un autre terme intéressant est
associé aux variables internes et révèle une anergie pure. Par conséquent, la dépendance
de l’énergie de déformation plastique à la température est évidente à travers l’analyse exer-
gétique. L’exergie associée au travail de déformation plastique peut être interprétée comme
une qualité de déformation, en effet, une température élevée implique une déformation plus
efficace et de fait, une durée de vie plus faible du matériau soumis à des cycles de sollicita-
tions.

Des résultats expérimentaux obtenus par Hong et al. [2003] sur un acier inoxydable 316L
confirment cette notion de qualité. En effet, il est observé, qu’à densité d’énergie de défor-
mation plastique constante, pour des tests conservés à des températures différentes, que la
durée de vie du matériau à haute température est inférieure à celle à basse température. En
d’autres termes, pour une quantité identique de travail, l’exergie de déformation sera plus
grande pour un test à température élevée et implique une meilleure qualité de la déforma-
tion.

D’un point de vue thermodynamique, si une machine pouvait recevoir l’énergie accu-
mulée durant la fatigue du matériau, il recevrait plus d’exergie pour une rupture en fatigue à
haute température qu’à basse température.

Puisque le travail de déformation plastique se comporte comme une quantité de chaleur,
il est possible de représenter le travail de déformation plastique de façon analogue à la cha-
leur sur un cycle de Carnot (figure 2.70), où l’énergie fournie est le travail de déformation
plastique et l’énergie récupérée l’exergie de déformation plastique.

L’énergie de déformation élastique quant à elle est vue comme un travail mécanique pur
au sens énergie "noble" confirmant la définition mécanique d’une transformation élastique,
c’est-à-dire réversible. En réalité, une déformation en général n’est pas réversible, de ce fait,
pour être en accord avec la mécanique des milieux continus, les variables internes prennent
en compte les phénomènes ayant lieu à petite échelle et permettent de concorder avec les
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s

Temperature

T

T0

σ : ε̇p

σ : ε̇p

(
1− T0

T

)
= ẋp

FIGURE 2.70 – Cycle température flux d’entropie montrant la transformation directe du flux de défor-
mation plastique en son flux d’exergie associé

résultats en fatigue gigacyclique. Ainsi, pour des sollicitations sous la limite élastique, la dé-
formation plastique apparait localement à très petite échelle. C’est pourquoi, frottement in-
terne, changement de phase et dynamique des dislocations . . . sont des phénomènes inclus
dans les variables internes 19.

Dans le cadre de l’analyse exergétique, on observe que le travail de déformation élastique
est entièrement récupérable alors que pour la chaleur et le travail de déformation plastique,
seul une partie l’est, dépendant de leur qualité. Il vient donc qu’une irréversibilité pure est
produite par la transformation élastique, correspondant à l’anergie associée aux variables
internes, et pouvant être traduite par une impossibilité à produire du travail.

Un autre avantage dans l’utilisation de la notion d’exergie provient de la destruction
d’exergie qui s’avère évitable. En effet, puisque la destruction d’exergie se manifeste ici comme
une anergie, contrôler la température rend compte du contrôle de l’irréversibilité. Bien sûr,
il existe des limites où des phénomènes apparaissent dépendant de la température comme
des changements de phases influençant le comportement du matériau.

Pour finir, plusieurs équations du bilan exergétique peuvent être obtenues par l’utilisa-
tion où non de l’énergie libre de Helmholtz, celles-ci présentées ci-après :

ρ (u̇ −T0 ṡ) =σ :
.
εp

(
1− T0

T

)
−di v Q

(
1− T0

T

)
−Ak

.
Vk

(
1− T0

T

)
+T

(
dσ

dT
:

.
εe +

d Ak

dT

.
Vk

)
(2.165)

ρ (u̇ −T0 ṡ) =σ : D

(
1− T0

T

)
−di v Q

(
1− T0

T

)
−T0

(
dσ

dT
:

.
εe +

d Ak

dT

.
Vk

)
(2.166)

ρ (u̇ −T0 ṡ) =σ :
.
εp

(
1− T0

T

)
−di v Q

(
1− T0

T

)
−Ak V̇k −

(
T0

T
σ :

.
εe

)
+ (T−T0)

(
dσ

dT
:

.
εe +

d Ak

dT

.
Vk

)
(2.167)

On peut en conclusion observer que la déformation de façon générale, qu’elle soit plas-
tique, élastique ou les deux réunies possèdent une qualité, et que d’autre part les compo-
santes thermocouplées apparaissent comme destructrices d’exergie.

19. Les variables internes permettent aussi de prendre en compte d’autres comportements phénoménolo-
giques comme l’apparition de l’écrouissage lorsque l’on est au-dessus de la limite élastique, en utilisant des
variables d’écrouissages comme la déformation plastique cumulée Rṗ et le centre de déplacement de la limite
élastique X : ε̇p [Lemaitre et Chaboche, 1990].
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2.7 Exergie en fatigue

Résultats en fatigue oligocyclique pour l’aluminium Al-6061 T6 et l’acier SS 304

Ces résultats sont basés sur les expériences de [Amiri et Khonsari, 2012, Naderi et Khon-
sari, 2010a, Naderi et al., 2009] pour l’aluminium Al-6061 T6 et l’acier SS 304 en fatigue
oligocyclique pour une sollicitation de type traction-compression (ratio Rσ=-1) donc sans
contrainte moyenne. Les propriétés de ces matériaux en fatigue sont recensées dans le ta-
bleau 2.5. Les profils de température et le nombre de cycles à rupture proviennent égale-
ment d’expérimentations effectuées par Naderi et Khonsari [2010a]. De plus, la température
de référence est considérée égale à : T0 = 288K. Cette température représente la tempéra-
ture ambiante et peut être fixée comme référence pour comparer divers systèmes thermo-
dynamiques à travers un bilan exergétique, et permet dans notre cas d’obtenir le profil du
facteur de Carnot durant le test. Concernant le travail de déformation élastique et plastique,
l’utilisation des lois de Park et Nelson [2000] permettent d’évaluer le travail de chacune des
contributions. En utilisant le nombre de cycles à rupture N f , on obtient :

σ : εp = ANα
f σ : εe = BNβ

f (2.168)

A = 22+b+cσ′
f ε

′
f

(
c −b

c +b

)
B =

22b+1(1+ν)(σ′
f )2

3E
α = b + c β = 2b (2.169)

σ′
f [MPa] ε′f b c E [GPa] ν

AL-6061 T6 535 1,34 -0,082 -0,83 70 0,33

SS 304 1000 0,171 -0,114 -0,402 185 0,29

TABLEAU 2.5 – Propriétés en fatigue de l’Al-6061 T6 et du SS 304

Pour simplifier, on peut considérer l’hypothèse de température constante (T) pour chaque
test impliquant un facteur de Carnot θc constant (les phases correspondant aux montées en
température en début et fin de test représentent peu de cycle dans la durée de vie du ma-
tériau). On présente dans le tableau 2.6 les différentes propriétés expérimentales des deux
matériaux provenant de [Amiri et Khonsari, 2012, Naderi et Khonsari, 2010a, Naderi et al.,
2009]. À partir de l’utilisation de la fréquence de sollicitation, on obtient les différentes exer-
gies associées aux différentes déformations (les exposants c pour cyclique et les exposants T
pour total) et le flux de production d’entropie volumique :

xd
T =

∫ N f

0
xd

c =
∫ N f

0

T0

T
ANα

f =
T0

T
ANα+1

f (2.170)

xp
T =

∫ N f

0
xp

c =
∫ N f

0

(
1− T0

T

)
ANα

f =

(
1− T0

T

)
ANα+1

f (2.171)

θc = 1− T0

T
γ̇ = f

ANα
f

T
ẋd = f xd

c ẋp = f xp
c (2.172)

Les résultats obtenus pour le facteur de Carnot, le flux de production d’entropie volu-
mique, le flux d’exergie de déformation plastique et le flux d’exergie détruite sont présentés
en figure 2.71 pour l’Al-6061 T6 et figure 2.72 pour le SS 304. La FFE et les exergies totales
dissipées durant la durée de vie du matériau sont présentées quant à elles dans le tableau 2.7
et le tableau 2.8.
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AL-6061 T6 SS 304

Test Type
Amplitude de

Test Type
Amplitude de

déplacement déplacement

Test 1

Flexion

δ1 = 49,53 mm Test a
Torsion

δa = 35,56 mm
Test 2 δ2 = 48,26 mm Test b δb = 33,02 mm
Test 3 δ3 = 38,1 mm Test 3

Flexion
δ3 = 49,53 mm

Test 4 δ4 = 35,56 mm Test 4 δ4 = 45,72 mm

Cycles à rupture Température Cycles à rupture Température
N f 1 = 2833 T1 = 311K N f a = 13000 Ta = 673K
N f 2 = 5000 T2 = 306K N f b = 16000 Tb = 533K
N f 3 = 8500 T3 = 303K N f 3 = 9450 T3 = 415K

N f 4 = 14000 T4 = 301K N f 4 = 14150 T4 = 411K

TABLEAU 2.6 – Propriétés expérimentales tirées de Naderi et al. [2009] pour l’Al-6061 T6 et Naderi et
Khonsari [2010a] pour le SS 304, les deux étant à f =10Hz

FFEPN
[
MJ/K .m3

]
xT

d

[
GJ/m3

]
xT

p

[
GJ/m3

]
8.09 2,33 0,186
8,64 2,49 0,156
9,14 2,63 0,139
9,62 2,77 0,125
8,87 2,56 0,152

TABLEAU 2.7 – FFEPN et exergies calculées sur l’ensemble de la durée de chaque test pour l’Al-6061 T6
(f=10Hz), la couleur représentant la moyenne sur tous les tests

FIGURE 2.71 – Facteurs de Carnot, flux d’entropie créée, flux d’exergie plastique et flux d’exergie dé-
truite pour les tests de l’Al-6061 T6

Des caractéristiques particulièrement intéressantes émergent des résultats, la première,
concerne la FFE qui apparait quasi-constante pour la fatigue oligocyclique pour les deux
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FFEPN
[
MJ/K .m3

]
xT

d

[
GJ/m3

]
xT

p

[
GJ/m3

]
38,87 11,19 14,96
54,27 15,63 13,30
54,02 15,56 6,86
66,31 19,10 8,156
53,37 15,37 10,82

TABLEAU 2.8 – FFEPN et exergies calculées sur l’ensemble de la durée de chaque test pour le SS
304(f=10Hz), la couleur représentant la moyenne sur tous les tests

FIGURE 2.72 – Facteurs de Carnot, flux d’entropie créée, flux d’exergie plastique et flux d’exergie dé-
truite pour les tests du SS 304

matériaux. De même, l’exergie totale détruite et l’exergie de déformation plastique totale
semblent constantes, avec un léger avantage sur la stabilité et la constance vis-à-vis de la
FFE. On peut observer de plus que pour chacun des matériaux soumis à une fatigue de type
flexion, une diminution de l’amplitude de déplacement (liée au travail de déformation) im-
plique une diminution, du facteur de Carnot, du flux d’entropie volumique produite, du flux
d’exergie plastique et du flux d’exergie détruite. Puisqu’une transformation réversible néces-
site un flux d’entropie volumique nul, diminuer l’amplitude de déplacement en fatigue de
type flexion entraine une transformation plus proche de la transformation idéale traduite
par moins de flux d’exergie détruite et moins de flux d’exergie plastique, amenant logique-
ment à une durée de vie du matériau supérieure (en considérant une constance des exergies
totales tout comme la FFE). En d’autres termes, la diminution de l’amplitude de déplace-
ment permet de surmonter plus de cycles jusqu’à l’entropie maximale accumulable, la FFE
(ou bien, le maximum d’exergie plastique ou détruite cumulable). Cependant, pour la fatigue
en torsion, l’interprétation précédente n’est pas vérifiée, en effet, outre la diminution du fac-
teur de Carnot et du flux d’exergie plastique, on observe une augmentation du flux d’entro-
pie créée, et du flux d’exergie détruite lorsque le matériau est soumis à une amplitude de
déplacement qui diminue (impliquant une plus grande durée de vie du matériau). Ce com-
portement provient d’une plus grande importance du facteur de Carnot devant le travail de
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déformation plastique dans le flux d’entropie créée. En effet, dans le cas de la flexion, le fac-
teur de Carnot varie très peu comparé au travail de déformation plastique. On peut ajouter
qu’à haute température, le comportement du matériau devient de plus en plus visqueux et
ductile ce qui peut mener à une impossibilité d’utiliser l’hypothèse des petites déformations
et menant à une estimation incorrecte du travail de déformation par les lois de Park et Nel-
son (en rappelant que pour la torsion T/T f usi on est égale à 0.4 pour le test(a) et 0.32 pour
le test(b)). Néanmoins, une propriété entre les différents matériaux et différents types de fa-
tigue subsiste, c’est l’augmentation de la durée de vie (nombre de cycles à rupture) lorsque
le flux d’exergie plastique diminue, ce qui indique un lien robuste entre la qualité de la dé-
formation plastique et la durée de vie du matériau.

Résultats en fatigue oligocyclique pour l’aluminium Al-2024 et l’acier S235

De même, on essaie de vérifier les résultats obtenus précédemment avec le modèle de
Park et Nelson et des essais expérimentaux utilisant l’approximation parabolique utilisée en
première partie de manuscrit. Le lien précédent entre flux d’exergie plastique et durée de
vie (ou contrainte de sollicitation) parait en accord avec le modèle de Park et Nelson, celui-
ci montrant en plus, un léger effet de la fréquence impliquant un surplus de flux d’exergie
plastique pour des fréquences plus élevées. Pour ce qui est des résultats expérimentaux, il est
difficile de lier ces paramètres à la durée de vie, néanmoins, les différents flux exergétiques et
entropiques expérimentaux semblent apparaitre constants (voir figure 2.73 et tableau 2.9).

FIGURE 2.73 – Résultats expérimentaux des différentes exergies pour l’Al 2024 à partir du modèle
simple parabolique (cercle) et du modèle de Park et Nelson (carré) triés dans l’ordre croissant des
amplitudes de contraintes, en bleu pour f = 5Hz et rouge pour f = 10Hz

Des résultats complémentaires semblent ainsi nécessaires pour la caractérisation d’une
véritable dépendance entre flux d’exergie plastique et durée de vie du matériau, même si le
modèle de Park et Nelson parait confirmer ce comportement.
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Modèle de Park et Nelson Expérimental

FFEPN
[
MJ/K .m3

]
xT

d

[
GJ/m3

]
xT

p

[
MJ/m3

]
FFELCF

[
MJ/K .m3

]
xT

d

[
GJ/m3

]
xT

p

[
MJ/m3

]
10,18 2,93 33,36 1,16 0,33 3,80
8,98 2,59 27,83 0,29 0,08 0,90

10,34 2,98 28,17 1,11 0,32 3,01
9,01 2,60 26,50 0,30 0,09 0,87

10,23 2,95 33,30 0,43 0,13 1,41
9,04 2,60 65,61 0,47 0,13 3,40

10,35 2,98 64,70 0,86 0,25 5,40
11,12 3,20 76,59 0,21 0,60 1,42
9,91 2,86 44,51 0,60 0,17 2,53

TABLEAU 2.9 – FFE et exergies calculées sur l’ensemble de la durée de chaque test pour l’Al 2024
(quatre premiers tests f=5Hz, le reste étant à f=10Hz), la couleur représentant la moyenne sur tous
les tests

2.8 Conclusion

Après avoir présenté le phénomène de fatigue mécanique ainsi que quelques modèles de
prédictions de la durée de vie d’un matériau, la thermodynamique de la fatigue (notamment
la fatigue oligocyclique) puis le concept d’entropie de rupture ont été mis en avant.

Plusieurs méthodes sont ensuite illustrées pour estimer l’entropie de rupture en fatigue
d’un matériau. Ces méthodes utilisent soit des modèles empiriques permettant une estima-
tion du travail de déformation plastique, soit des relations basées sur la physique du transfert
thermique avec des conditions et hypothèses diverses. Les méthodes expérimentales néces-
sitent l’estimation du profil de température des matériaux étudiés (aluminium Al-2024 et
acier S-235) obtenus par thermographie infrarouge.

Les entropies de rupture ainsi évaluées montrent que l’hypothèse d’une entropie de rup-
ture en fatigue constante est admissible pour les divers modèles et considérations utilisées
(celles-ci étant toutes dans le même ordre de grandeur). Une étude des modèles empiriques
utilisés dans l’estimation de l’entropie de rupture permet d’observer une sensibilité au co-
efficient en fatigue pouvant induire une estimation de la FFE surestimée (modèle de Park
et Nelson). Dans le cas du deuxième modèle, le modèle de Ramberg-Osgood cyclique, une
étude numérique rapide utilisant l’équation de la chaleur permet d’étendre ce modèle pour
prendre en compte le comportement oscillant de la contrainte et de la déformation en utili-
sant l’hypothèse d’un terme source nécessairement source de chaleur (nécessairement po-
sitif), et permet une estimation de la FFE assez proche de l’expérience.

Par ailleurs, des endommagements basés sur l’entropie accumulée en fatigue permettent
de relever des phases critiques durant un test. En effet, un modèle d’endommagement à
deux seuils critiques basé sur des considérations simples sur l’endommagement initial d’un
échantillon permet une différenciation des différentes phases en fatigue à partir des estima-
tions d’endommagements critiques.

Finalement, on prolonge l’étude thermodynamique par l’utilisation du concept d’exer-
gie. En l’introduisant, on observe que cette quantité représente la notion de qualité éner-
gétique et permet la prise en compte de l’effet de l’environnement sur le système étudié.
Ainsi, à travers le théorème de Gouy-Stodola et l’analyse exergétique, on obtient un résultat
intéressant, que le travail de déformation plastique peut être considéré comme une énergie
dégradée tout comme l’énergie chaleur. Ce que l’on appelle l’exergie plastique est une me-
sure de la qualité du travail de déformation plastique. Celle-ci mesure la dépendance de la
durée de vie du matériau à la température et à son environnement par le facteur de Carnot,
facteur de qualité. De fait, tout comme l’exergie chaleur, l’exergie plastique peut être assimi-
lée au maximum de travail de déformation plastique disponible (ici le terme disponible est
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plus adapté que le terme récupérable utilisé pour l’énergie chaleur), cependant, plus le tra-
vail de déformation plastique est efficace ou disponible, moins la durée de vie du matériau
est élevée.

Puisque l’on peut voir l’exergie comme le support géométrique de l’énergie, et que, du
point de vue mécanique une sollicitation fait émerger une géométrie particulière, l’ana-
lyse géométrique semble nécessaire et complémentaire à l’analyse thermodynamique (fi-
gure 2.74).

Support de l’énergie
⇒ exergie

Anergie

Force

Matériau granulaire

FIGURE 2.74 – Exergie vue comme support géométrique de l’énergie (gauche) et structure géomé-
trique liée à une sollicitation de type choc sur un milieu granulaire [Geng et al., 2001] (droite)

Pour finir, l’exergie représente une qualité qui peut être rapprochée de la théorie construc-
tale faisant intervenir une optimisation géométrique des transferts énergétiques, qui est liée
à ce que l’on appelle un fractal parabolique (forme géométrique particulière). De plus, la
loi logarithmique de l’entropie accumulée utilisée pour l’endommagement ressemble forte-
ment à l’évolution de la dimension d’un fractal parabolique. Par conséquent, l’étude du lien
entre géométrie et mécanique et plus particulièrement le lien entre fractal parabolique et
mécanique est envisageable.
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Nomenclature - Fatigue et thermodynamique classique

Acronymes

FFE Fracture fatigue entropy - Entropie de rupture en fatigue Jm−3 K−1

FFEcond FFE estimée par une régression parabolique du profil de
température Jm−3 K−1

FFEconv FFE basée uniquement sur la composante de convection Jm−3 K−1

FFEexpo FFE basée sur une régression exponentielle prenant en
compte convection et rayonnement Jm−3 K−1

FFEi nst a FFE basée sur une variation linéaire par morceaux de
l’énergie accumulée Jm−3 K−1

FFELCF FFE estimée par une régression parabolique du profil de
température et variation linéaire par morceaux de
l’énergie accumulée Jm−3 K−1

FFEPN FFE basée sur le modèle de Park et Nelson Jm−3 K−1

FFEr ay FFE basée uniquement sur la composante de rayonnement Jm−3 K−1

FFERO FFE basée sur le modèle de Ramberg Osgood cyclique Jm−3 K−1

FFEth FFE associée à l’irréversibilité du transfert de chaleur Jm−3 K−1

FFEtot FFE prenant en compte la FFELCF ainsi que la convection et
le rayonnement Jm−3 K−1

HCF High cycle fatigue - fatigue à grand nombre de cycles −
LCF Low cycle fatigue - fatigue oligocyclique −
VHCF Very high cycle fatigue - fatigue gigacyclique −

Autres

∆X Opérateur Laplacien appliqué à X [X]m−2

δ Quantité thermodynamique élémentaire, fonction du chemin
suivi −

di v X Opérateur divergence appliqué à X [X]m−1

dX Quantité infinitésimale de X [X]
−−−−→
g r ad(X),∇x Opérateur gradient appliqué à X [X]m−1

Ẋ,
dX

d t
Dérivée temporelle de la quantité X [X]s−1

X Moyenne temporelle de la quantité X [X]

Lettres Grecques

α Exposant lié au modèle de Park et Nelson −

2.8 Conclusion
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β Exposant lié au modèle de Park et Nelson −
βc Compressibilité thermique isochore K−1

χ Diffusivité thermique du matériau m2 s−1

dΦ Elément infinitésimal de puissance émise W

∂Ω Frontière de contrôle m2

dΩ Elément infinitésimal d’angle solide sr

∆ε,εa Amplitude de déformation −
∆εp Amplitude de déformation plastique −
∆σ,σa Amplitude de contrainte Pa

∆t Discrétisation temporelle (modèle numérique) s

∆x Discrétisation spatialle (modèle numérique) m

∆y Discrétisation spatialle (modèle numérique) m

ε Emissivité (totale hémisphérique ou intégrée sur la gamme
[7.5−13]µm −

ε̇ Tenseur vitesse de déformation totale s−1

ε̇e Tenseur vitesse de déformation élastique s−1

ε f Allongement à la rupture −
ε′f Coefficient de ductilité en fatigue −
ελ Emissivité monochromatique directionelle −
ε̇p Tenseur vitesse de déformation plastique s−1

ηF Portion de convection et rayonnement dans la FFEtot −
ηX Erreur relative de la FFE basée sur le modèle X comparé à la

FFEexpo −
Γ Terme source de chaleur (puissance de déformation plastique) Wm−3

γ̇ Flux volumique d’entropie créée Wm−3 K−1

λ Longueur d’onde m

λF Conductivité du fluide Wm−1 K−1

µF Viscosité dynamique du fluide Pas

µc Module de cisaillement Pa

ν Coefficient de Poisson −
∇T Gradient moyen de température Km−1

νFh Viscosité cinématique du fluide ou
diffusivité de quantité de mouvement m2 s−1

νFT Diffusivité thermique du fluide m2 s−1

Ω Volume de contrôle m3

φcond Flux de chaleur conduite W

2. FATIGUE ET THERMODYNAMIQUE CLASSIQUE
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φconv Flux de chaleur convectée W

Π Création d’entropie accumulée jusqu’à N cycles Jm3 K−1

Π0 Création d’entropie accumulée initialement avant le test
de fatigue Jm3 K−1

Πc Création d’entropie accumulée jusqu’à un nombre de
cycles critique Jm3 K−1

ΠT Création d’entropie totale du supersystème JK−1

ψ Energie libre massique de Helmholtz Jkg−1

ψ̇ Flux massique d’énergie libre de Helmholtz Wkg−1

ρ Masse volumique du matériau kgm−3

ρd Densité de dislocations (mètre de dislocations par mètre cube) mm−3

ρF Masse volumique du fluide kgm−3

σ Tenseur des contraintes Pa

σ f Contrainte à la rupture Pa

σ′
f Coefficient de résistance à la fatigue Pa

σm Contrainte moyenne de sollicitation Pa

σmax ,σM Contrainte maximale de sollicitation Pa

σmi n Contrainte minimale de sollicitation Pa

σSB Constante de Stefan-Boltzmann Wm−2 K−4

τ Constante de temps caractéristique des échanges aux limites
du matériau s

θ Angle d’émission −
θc Facteur de Carnot −
θT = T−T0 Différence de température moyenne spatiale K

ξσ′
f
,ξε′f Coefficients d’incertitude sur les coefficients en fatigue −

ξb ,ξb Exposants d’incertitude sur les exposants en fatigue −

Lettres Romaines

A Coefficient lié au modèle de Park et Nelson Pa

Ak Force thermodynamique associée aux variables internes [Ak ]

Ad ,Bd Paramètres liés à l’endommagement −
ai ,bi Coefficients des régressions linéaires de l’accumulation

d’énergie Ks−1, K

a j ,b j ,c j Coefficients de la régression parabolique de profil de
température Km−2, Km−1, K

˙ank Flux d’anergie spécifique des variables internes Wm−3

2.8 Conclusion
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B Coefficient lié au modèle de Park et Nelson Pa

b Exposant de résistance à la fatigue −
Bi Nombre de Biot −
bu Module de Burgers m

C Capacité calorifique du matériau Jkg−1 K−1

c Exposant de ductilité en fatigue −
cl Célérité de la lumière ms−1

CpF Capacité calorifique du fluide Jkg−1 K−1

d1 Dissipation intrinsèque Wm−3

D Tenseur vitesse de déformation totale s−1

D0 Endommagement initial −
Dc Endommagement critique −
De Variable d’endommagement −
dS Elément infinitésimal de surface projetée m2

E Energie interne J

e Energie interne massique Jkg−1

E0 Energie du milieu ambiant J

Econv Energie dissipée par convection J

Ed Energie de ligne de dislocation (par mètre de dislocations) Jm−1

Ed tot Energie totale de dislocation par unité de volume d’échantillon Jm−3

Ek ,K Energie cinétique J

Ep Energie potentielle J

ep Epaisseur de l’éprouvettte m

Er ay Energie dissipée par rayonnement J

Es Energie du système J

Es+0 Energie du système et du milieu ambiant J

Ey Module de Young Pa

f Fréquence de sollicitation s−1

−→
f Effort volumique Nm−3

−→
F Effort surfacique Nm−2

Fox Nombre de Fourier numérique suivant x −
Foy Nombre de Fourier numérique suivant y −
g Accélération de la pesanteur ms−2

Gr Nombre de Grashof −
h Coefficient d’échange convectif Wm−2 K−1

2. FATIGUE ET THERMODYNAMIQUE CLASSIQUE
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hG Coefficient d’échange global (convection + rayonnement) Wm−2 K−1

hm Coefficient d’échange convectif moyen Wm−2 K−1

hp Constante de Planck Js

hr ay Coefficient d’échange équivalent rayonnement Wm−2 K−1

i Nombre d’amplitudes de chargement −
k Conductivité du matériau Wm−1 K−1

K′ Module d’écrouissage cyclique Pa

kb Constante de Boltzmann JK−1

L Longueur de l’éprouvette m

l Largeur de l’éprouvette m

Lc Longueur caractéristique m

Lλ Luminance monochromatique Wm−2 sr−1 m−1

L0
λ

Luminance monochromatique du corps noir Wm−2 sr−1 m−1

LT Luminance totale Wm−2 sr−1

Mλ Emittance monochromatique Wm−2 m−1

N Nombre de cycles −
−→n Vecteur unitaire sortant −
n′ Exposant d’écrouissage cyclique −
N f = 2n f Nombre de cycles à rupture −
Ni Nombre de cycles à rupture pour l’amplitude i −
ni Nombre de cycles effectués sous l’amplitude i −
Nu Nombre de Nusselt −
P0 Pression ambiante Pa

Pconv Puissance dissipée par convection W

Pr Nombre de Prandtl −
Pr ay Puissance dissipée par rayonnement W

−̇→q Flux de chaleur volumique Wm−3

Q̇ Flux de chaleur W

Q0 Quantité de chaleur associée au milieu ambiant J

R Erreur relative sur le travail de déformation plastique −
r Puissance liée à une source volumique de chaleur Wm−3

RA Réduction de section à la rupture −
Ra Nombre de Rayleigh −
Rcond Résistance de conduction KW−1

Rconv Résistance de convection KW−1
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Rσ Ratio de chargement −
RXi Résistance thermique de conduction du matériau X suivant

la coordonnée i KW−1

rX Rapport de résistances thermiques −
S Entropie fonction d’état JK−1

s Entropie fonction d’état par unité de masse Jkg−1 K−1

S0 Entropie du milieu ambiant JK−1

Scha Entropie associée à la quantité de chaleur JK−1

Scond Section de passage de la chaleur transférée par conduction m2

Sconv Surface convectée m2

Si nt Entropie créée par irréversibilité JK−1

Ṡi r r Flux d’entropie créé par irréversibilité WK−1

Sr ay Surface radiative m2

Ss Entropie du système JK−1

Ss+0 Entropie du système et du milieu ambiant JK−1

Su,UTS Résistance mécanique Pa

T Température moyenne spatio-temporelle K

T Température absolue K

t Temps s

T0 Température de l’environnement K

Tc Température de combustion (TAG) K

t f Temps à la rupture s

Tλ Température de luminance K

Tm Température moyenne spatiale K

Tp Température de la paroi (moyenne spatiale) K

U0 Variation d’énergie interne du milieu ambiant J

U0 Energie interne du système à l’état final J

−→v Champ de vitesse ms−1

V0 Volume du milieu ambiant m3

Vép Volume éprouvette m3

Vk Variables internes [Vk ]

V̇k Flux thermodynamique associé aux variables internes [Vk ]s−1

Vs Volume du système m3

W Travail mécanique J

Ẇ Puissance des efforts extérieurs W
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W0 Travail mécanique associé au milieu ambiant J

We Travail de déformation élastique cyclique Jcycle−1 m−3

Ẇi nt Puissance des efforts intérieurs W

Wp Travail de déformation plastique cyclique Jcycle−1 m−3

Wp er r Travail de déformation plastique cyclique avec une
incertitude sur les paramètres en fatigue Jcycle−1 m−3

Wt Travail de déformation totale cyclique Jcycle−1 m−3

X = Wmax Exergie fonction d’état, travail maximal récupérable J

x Variable d’espace m

ẋ Flux d’exergie spécifique Wm−3

ẋd Flux d’exergie spécifique détruite Wm−3

xd
c Exergie spécifique détruite par cycle Jm−3 cycle−1

xd
T Exergie spécifique détruite Jm−3

ẋe Flux d’exergie spécifique élastique Wm−3

ẋp Flux d’exergie spécifique plastique Wm−3

xp
c Exergie spécifique plastique cyclique Jm−3 cycle−1

xp
T Exergie spécifique plastique totale Jm−3

Xq Exergie chaleur J

ẋq Flux d’exergie spécifique chaleur Wm−3
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Chapitre3
Analyse multi-échelle en mécanique

En mathématique, on ne comprend pas les choses, on s’y habitue
– John Von Neumann
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3.1 Historique

DEPUIS le quatrième siècle avant J-C et Euclide, la géométrie classiquement appelée eu-
clidienne s’est popularisée à travers la définition d’un point, d’un segment, d’une surface et
d’un volume. Un siècle plus tard un autre type de géométrie, la géométrie fractale, fait son
apparition sans que l’on s’en aperçoive. Cette géométrie est la baderne d’Apollonius consis-
tant à tracer un cercle tangent à trois autres objets, points, lignes ou cercles, et ce n’est que
bien longtemps après, en 1520, qu’un deuxième fractal apparait, le pentagone de Dürer. Une
propriété fondamentale des géométries fractales est la notion d’autosimilarité qui est défi-
nie autour des années 1700 par Leibniz. Dans un deuxième temps, ce que l’on appellera les
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monstres mathématiques vont apparaitre entre 1875 et 1925, avec la fonction de Weierstrass,
fonction continue mais nulle part dérivable qui sera démontrée self-affine [Hunt, 1998, Ka-
plan et al., 1984] (voir équation 3.1 et figure 3.2).

ω(x) =
∞∑

k=0
ak cos

(
2πbk x

)
D = 2+ ln(a)

ln(b)
(3.1)

FIGURE 3.1 – Éponge de Menger itérée au rang 2

FIGURE 3.2 – Courbe de Weierstrass pour k = 10,
a = b−1/2 et b = 2

Des cas similaires se multiplient et apparaissent ainsi les courbes de Von Koch, de Can-
tor, de Peano et d’Hilbert (courbes remplissant l’espace) ou encore la carpette de Sierpinski
et l’éponge de Menger (voir figure 3.1). Ces géométries mènent à de nouvelles définitions
de la dimension admettant l’existence de dimensions non entières comme la dimension de
Hausdorff-Besicovitch ou encore la dimension des boites, cette dernière plus utilisée car plus
simple à mesurer.

C’est à partir de la question de la longueur de la côte de Bretagne que Mandelbrot abou-
tit à ce type de géométrie [Mandelbrot, 1967]. Il en créera le nom en 1975, "fractal" venant
de "fractus" signifiant brisé en latin, et proposera une définition générale de cette dernière.
Ceci menant à la création de l’ensemble connu sous le nom de M ou encore l’ensemble de
Mandelbrot [1975] et ceux découlant de celui-ci [Frame et Robertson, 1992, Michelitsch et
Rössler, 1992, Rochon, 2000, Zireh, 2010] (figure 3.3, figure 3.4). Ces découvertes sont en-
core peu comprises du point de vue de la physique mais possèdent un lien fort avec le chaos
déterministe et les attracteurs étranges (constante de Feigenbaum par exemple).

FIGURE 3.3 – Ensemble de Mandelbrot
FIGURE 3.4 – Ensemble du Burningship

Page 100 Patrick Ribeiro



3.2 De la géométrie fractale simple à la dépendance en échelle

Depuis la définition générale donnée par Mandelbrot, la géométrie fractale s’est popu-
larisée et s’est appliquée de façon exponentielle dans divers thèmes plus ou moins récents
[Lopes et Betrouni, 2009, Mandelbrot, 1982, 1997, Yang et Pitchumani, 2001]. Cependant, il
apparait dans les résultats obtenus dans ces multiples domaines, l’existence de courbures et
de non-linéarités dans l’estimation de la dimension fractale [Nottale, 2010, Queiros-Condé
et al., 2015b] (voir figure 3.5), tendant naturellement à l’hypothèse de la dépendance en
échelle de celle-ci. Cette dépendance en échelle a été observée dans un premier temps en
turbulence par [Catrakis et Dimotakis, 1996] (voir figure 3.6). Ces déviations ont ensuite été
étudiées à travers une explication physique des structures obtenues par la théorie des peaux
entropiques et l’équation de diffusion d’entropie d’échelle, caractérisant ainsi les comporte-
ments dépendants d’échelle comme la technique de peinture de Léonard de Vinci [Queiros-
Condé, 2004] et prenant en compte ce que l’on appelle généralement les effets de tailles finis.
Cette théorie permet ainsi d’étudier les phénomènes mécaniques autosimilaires présentant
une déviation au comportement fractal pur.

FIGURE 3.5 – Variation de la dimension fractale
en fonction de l’échelle [Nottale, 2010]

FIGURE 3.6 – Mesure 2D de la concentration d’un
jet turbulent (Re ≈ 9.103) mesuré perpendiculai-
rement à la direction du jet par fluorescence in-
duite par laser, phénomène dont la dimension
est dépendante d’échelle
[Catrakis et Dimotakis, 1996]

3.2 De la géométrie fractale simple à la dépendance en échelle

3.2.1 Généralités sur les objets fractals

Définition ou propriétés ?

Le domaine des fractales a été très développé par les mathématiciens [Barnsley, 2010,
Falconer, 1990, Tricot, 1995, 2008] permettant son accessibilité à l’ensemble de la commu-
nauté scientifique. La première définition donnée par Mandelbrot était que l’on appelle
fractal un ensemble mathématique dont sa dimension de Hausdorff-Besicovitch (D) excède
strictement sa dimension topologique (DT) (au sens de Lebesgue, Brouwer, Menger et Ury-
sohn), avec (D) pouvant être naturel ou décimal. On peut aussi trouver la définition d’une
courbe fractale comme une courbe à la fois non rectifiable et homogène. Cependant, ces
définitions (parmi d’autres) contraignent l’étendue des cas possibles, et des objets fractals
violant celles-ci apparaissent. La définition claire d’un fractal posant problème, on préfère
évaluer un objet fractal à partir de ses propriétés mathématiques. Par conséquent, on consi-
dère un ensemble F fractal lorsque :

— F a une structure fine, c’est à dire des détails à des échelles arbitrairement petites
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— F est trop irrégulier pour être décrit par les méthodes de géométrie traditionnelle, à la
fois localement et globalement

— F a souvent une forme autosimilaire, au moins approximativement ou statistiquement

— Habituellement, la dimension fractale de F est supérieure à sa dimension topologique

— Dans la majorité des cas, F est défini de façon simple, possiblement de façon récursive

Mesures et dimensions

Pour caractériser un ensemble ou une géométrie qu’elle soit fractale ou non, on utilise
ce que l’on appelle une mesure. De façon générale, les mesures utilisées seront effectuées
sur un sous-ensemble de Rn , ainsi, on appelle µ une mesure de Rn si µ affecte un nombre
strictement positif (pouvant prendre une valeur infinie) à chaque sous-ensemble de Rn tel
que :

— µ(;) = 0

— µ(A) ≤µ(B) si A ⊂ B

— Si A1, A2...est une séquence finie d’ensemble

µ

(
∞⋃

i =1
Ai

)
≤

∞∑
i =1
µ(Ai ) (3.2)

À partir de la définition d’une mesure, on peut définir ce que l’on appelle la mesure de
Lebesgue qui généralise la notion de longueur (sur un ensemble A) :

L 1(A) = inf

{ ∞∑
i =1

(bi −ai ) : A ⊂
∞⋃

i =1
[ai ,b]

}
(3.3)

On considère ensuite une autre mesure connue des mathématiciens, la mesure de Haus-
dorff (sur un ensemble F). Celle-ci requiert ce que l’on appelle un δ-recouvrement de l’en-
semble à mesurer, et un diamètre des sous-ensembles de recouvrement Ui (la plus grande
distance entre deux paires de points dans Ui ) :

F ⊂
∞⋃

i =1
Ui ∀i : 0 <| Ui |≤ δ | U |= sup{| x − y |: x, y ∈ U} (3.4)

On définit maintenant pour s un nombre strictement positif, quelque soit δ> 0 :

H s
δ (F) = inf

{ ∞∑
i =1

| Ui |s : {Ui } est un δ-recouvrement de F

}
(3.5)

Et finalement, en faisant tendre δ→ 0, l’infimum H s
δ

(F) augmente et approche une li-
mite. Cette limite existe pour tout sous-ensemble de Rn , à travers les valeurs limites pouvant
être (souvent) 0 ou ∞. On appelle H s(F) la mesure s-dimensionnelle de Hausdorff de F.

H s(F) = lim
δ→0

H s
δ (F) H s

δ (F) = inf

{ ∞∑
i =1

| Ui |s : {Ui } est un δ-recouvrement de F

}
(3.6)

Il est clair que pour tout ensemble F et δ < 1, H s
δ

(F) n’augmente pas avec s donc en
passant à la limite δ→ 0, H s(F) non plus. Si t > s et {Ui } est un δ-recouvrement de F, on a :∑

i
| Ui |t≤ δt−s

∑
i
| Ui |s ⇒︸︷︷︸

i n f i ma

H t
δ (F) ≤ δt−sH s

δ (F) (3.7)
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Si H s(F) <∞, H t (F) = 0 pour t > s. Il existe une valeur critique pour laquelle H s(F) passe
de ∞ à 0, que l’on appellera la dimension de Hausdorff :

di mHF = inf
{

s : H s(F) = 0
}

= sup
{

s : H s(F) = ∞}
(3.8)

Ces outils mathématiques servent aux mathématiciens lors de la caractérisation topo-
logique de divers ensembles et permettent l’étude des géométries fractionnaires. D’autres
définitions plus simples, adaptées à l’ingénieur permettent elles aussi d’étudier la fractalité
des phénomènes. Nous considèrerons ici la plus utilisée dans notre cas, ce que l’on appelle
la dimension de boite ou encore la box-counting dimension. Soit Nδ(F) le plus petit nombre
d’ensembles de diamètre au plus δ, recouvrant F (sous ensemble non vide de Rn), on définit
la dimension de boite inférieure et supérieure comme :

di mB(F) = lim
δ→0

logNδ(F)

− logδ
(3.9)

di mB(F) = lim
δ→0

logNδ(F)

− logδ
(3.10)

Lorsque celles-ci sont égales, on a :

di mB(F) = lim
δ→0

logNδ(F)

− logδ
(3.11)

Généralement Nδ(F), peut être choisi librement suivant les applications. On retrouve le
plus souvent :

1. Le plus petit nombre de boules fermées de rayon δ recouvrant F

2. Le plus petit nombre de cubes fermés de côté δ recouvrant F

3. Le nombre de mailles de type cube de taille δ intersectant F

4. Le plus petit nombre d’ensembles de diamètres au plus δ recouvrant F

5. Le plus grand nombre de boules disjointes de rayon δ avec leur centre sur F

Ces méthodes de mesures et d’estimation de la dimension permettent de capter l’infor-
mation propre à une géométrie, sa propriété d’échelle. C’est le cas par exemple d’un système
de taille L dont la masse est uniformément distribuée M(L). En effet, lorsqu’on change la
taille de cet objet d’un facteur b, sa masse devient :

M(bL) = bd M(L) ⇒ M(L) = ALd (3.12)

Où d est la dimension qui peut être euclidienne (pour une plaque d = 2) ou fractale. Dans
le cas le plus simple, l’exposant d est strictement constant, on dira de cette géométrie qu’elle
est strictement autosimilaire (invariance d’échelle). On la retrouve dans diverses théories 1

[Balankin, 1990, Barenblatt, 1996, 2012, del Angel, 2014, Dyskin, 2007, El Naschie, 2009, Po-
cheau et Queiros-Condé, 1996] cependant, une déviation au comportement linéaire de la
dimension est très souvent présente lors de son estimation.

1. Les dérivées fractionnaires liées à la géométrie fractale ne sont pas étudiées ici mais font aussi partie des
applications à la physique et en mathématique [Le Méhauté et al., 2010, Michelitsch et al., 2009].
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3.2.2 Autosimilarité stricte comme cas particulier

Autoaffinité

Pour régler le problème de déviation dans l’estimation de la dimension, l’auto-affinité
a été introduite. La fractalité auto-affine permet à partir de la normalisation d’un axe de
retrouver une dimension constante en utilisant ce que l’on appelle l’exposant de Hurst (ou
Holder). La différence entre autosimilarité et auto-affinité vient de la propriété d’échelle qui
devient non plus uniforme (comme dans le cas précédent de la masse) mais présente une
anisotropie :

x ′ → λx x y ′ → λy y z ′ → λz z (3.13)

Les transformations étant liées entre elles, une structure de groupe apparait, par conséquent,
λy et λz sont des fonctions homogènes de λx ayant les propriétés d’échelle :

λy ∝ λ
νy
x λz ∝ λ

νz
x λz ∝ λH

y H =
νz

νy
(3.14)

Dans le cas d’une auto-affinité isotrope suivant x et y , l’exposant de Hurst se résume à νz .
Le lien entre l’exposant de Hurst H, la dimension fractale D et la dimension (euclidienne)
englobant le phénomène d est donnée par :

D = d −H auto-affine D =
d −1

H
auto-similaire (3.15)

Elle a été mise en évidence dans le cadre du mouvement brownien fractionnaire [Mandel-
brot, 1985, Voss, 1991] où l’exposant de Hurst est un paramètre de corrélation ou d’anti-
corrélation des incréments de mouvement. Celui-ci est aussi présent dans la fonction de
Weierstrass-Mandelbrot et une de ses généralisations par Borodich [1994] avec les fonctions
homogènes paramétriques. Ces différentes fonctions mettant en jeu l’auto-affinité se sont
révélées très pratiques pour l’étude de la rupture et la caractérisation de surfaces rugueuses
[Borodich, 1997, Borodich et Mosolov, 1992, Dutta et al., 1998, Gol’dshtein et Mosolov, 1992,
Majumdar et Tien, 1990, Mosolov, 1993, Wnuk et Yavari, 2003, 2005, 2009] (voir figure 3.7).

FIGURE 3.7 – Fonctions homogènes paramétriques auto-similaire (haut) et auto-affine (bas) ayant
une dimension D=1.5 [Borodich, 1997]
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Du fractal dans le fractal : Multifractalité

La théorie multifractale [Benzi et Biferale, 2009, Frisch et Vergassola, 1991] a été intro-
duite pour essayer de répondre aux déviations au fractal pur de façon plus générale. Elle
permet d’étudier la présence de fractalité à l’intérieur même d’un fractal donnant ainsi ac-
cès, à partir de ce que l’on appelle le spectre de singularité, à une caractérisation plus fine de
la géométrie. Pour cela, une mesure probabiliste (ou de densité) est effectuée :

Pi (ε) =
Li (ε)

LT(ε)
(3.16)

Où Li représente le nombre de pixels (d’échelles minimales) dans une boite de taille ε et
LT, le nombre total de pixels (d’échelles minimales) dans N(ε), c’est à dire, l’ensemble des
boites de taille ε. Cette théorie utilise les notions d’entropies et de dimensions généralisées
permettant ainsi de construire une mesure normalisée :

Dq = − lim
ε→0

Iq (ε)

lnε
Iq =

−1

q −1
ln

[
N(ε)∑
i =1

Pq
i (ε)

]
N(ε)∑
i =1

Pi (ε) = 1 (3.17)

µ(q,ε) =
[Pi (ε)]q∑N(ε)

i =1 [Pi (ε)]q
(3.18)

On travaille généralement avec ce que l’on appelle le spectre multifractal f (α) (ou densités
de singularités) et α(q) l’intensité des singularités, en considérant une loi de puissance sur
la somme des probabilités (possédant un lien avec les dimensions généralisées) :

N(ε)∑
i =1

[Pi (ε)]q ∝ ε−τ(q)=(q−1)Dq α(q,r ) = lim
ε→0

∑N(ε)
i =1 µi (q,ε) logµi (q,ε)

logε
(3.19)

f (α) = qα(q)−τ(q) = lim
ε→0

∑N(ε)
i =1 µi (q,ε) logPi (q,ε)

logε
(3.20)

f (α) est une fonction convexe présentant un point d’inflexion maximum en q = 0, et permet
de représenter le spectre de toutes les dimensions fractales :

1. Dq=0 est la dimension de capacité

2. Dq=1 est la dimension d’information

3. Dq=2 est la dimension de corrélation

4. Pour q = ±∞, on a une pente infinie αmi n = D+∞, et αmax = D−∞
5. L’espacement entre αmi n et αmax mesure l’inhomogénéité de l’ensemble

Lorsque l’on est en présence d’un monofractal, la mesure est distribuée de façon ho-
mogène sur son support, on a donc un espacement nul entre αmi n et αmax et Dq = D0∀q .
Une des origines de l’étude multifractale provient de l’étude des exposants des fonctions de
structures en turbulence où des déviations à la linéarité ont été observée expérimentalement
[Anselmet et al., 1984]. Cette théorie a trouvé aussi beaucoup d’application en mécanique,
notamment dans l’étude de la fracturation [Ouillon et Sornette, 1996, Ouillon et al., 1996,
Stach et Cybo, 2003, Weiss, 2001] (figure 3.8, figure 3.9).

Finalement, un couplage entre auto-affinité et multifractalité a été proposé par Barabási
et Vicsek [1991], Barabási et al. [1991] afin de rendre compte d’un exposant de Hölder dé-
pendant du moment associé à une probabilité multifractale permettant son application à la
croissance de surfaces [Barabási et al., 1992].

Ces quatre visions que sont l’autosimilarité (stricte), l’auto-affinité, la multifractalité et
le couplage multifractalité/auto-affinité sont extrêmement répandues. Elles permettent de
répondre à de nombreuses attentes modélisant de façon très proche les phénomènes com-
plexes, très présents dans les phénomènes naturels [Balankin et Sandoval, 1997].
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FIGURE 3.8 – Motifs des microfractures présentent
sur la section transversale pour un test de fluage
en compression (5 sollicitations successives, ici la
5e) pour de la glace granulaire à T = −10◦C et σ =
3.1 MPa [Weiss, 2001]

FIGURE 3.9 – Moment d’ordre 1, ou∑
pi log pi en fonction de l’échelle d’obser-

vation [Weiss, 2001]

3.2.3 Fractal dépendant d’échelle

Différentes approches dépendante d’échelle

La dépendance en échelle a fait son apparition, dans un premier temps par l’introduction
de la notion de bifractalité où une seule dimension ne suffisait plus à caractériser un phéno-
mène d’où la nécessité de deux dimensions [Thomas et al., 1999, Wan et al., 2014, Wu, 2000].
Puis, la question de la dépendance en échelle s’est posée par l’intermédiaire d’une réflexion
par Li [2014] dans le domaine de l’écologie et par Catrakis et Dimotakis [1999], Dimotakis et
Catrakis [1999] en turbulence (figure 3.10). Un autre type de dépendance en échelle a été mis
en évidence par Sornette [1998], Stauffer et Sornette [1998], liée à la log-périodicité des phé-
nomènes (Discrete Scale Invariance). Cependant, l’existence d’une structuration et d’une
organisation spécifique liée entre les différentes échelles est à créditer à la théorie des peaux
entropiques notamment son application à la turbulence [Queiros-Condé, 1999, 2000b, 2001]
et l’équation de diffusion de l’entropie d’échelle [Queiros–Condé, 2003], prenant en compte
toute possibilité dans la dépendance en échelle à partir d’un potentiel évolutif, l’entropie
d’échelle.

FIGURE 3.10 – Variation de la dimension en fonc-
tion de l’échelle pour un processus de distribu-
tion de point sur une ligne suivant une loi de
Poisson [Dimotakis et Catrakis, 1999]

FIGURE 3.11 – Évolution de la diffusivité
d’échelle en fonction de la pression d’injection
et des propriétés des fluides utilisés [Dumouchel
et Grout, 2009]
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Théorie des peaux entropiques et diffusion d’entropie d’échelle

La théorie des peaux entropiques permettant la dépendance en échelle possède une forte
application à la turbulence et la combustion turbulente [Queiros-Condé, 2000a, Queiros-
Condé et Feidt, 2008a, Queiros-Condé et al., 2015a, Queiros–Condé, 2008]. Mais celle-ci, ne
se base en fait que sur un cas particulier de l’équation de diffusion d’entropie d’échelle,
que l’on retrouve aussi en turbulence, combustion turbulente et atomisation [Dumouchel
et Grout, 2009, 2011, Dumouchel et al., 2015, Le Moyne, 2010, Le Moyne et al., 2008, Queiros-
Condé et al., 2008, Queiros-Condé et Feidt, 2010, Queiros–Condé, 2003] (voir figure 3.11), et
se répand à d’autres domaines [Queiros-Condé, 2008]. Cette utilisation grandissante de l’en-
tropie d’échelle vient du cadre théorique permettant l’étude des déviations au fractal pur. Un
cas simple que l’on appelle fractal parabolique, terme inventé par Laherrère [1996], utilise
un logarithme de second degré plus pertinent que le fractal pur (d’ordre 1) au vu des nom-
breux phénomènes physiques cités dans la littérature précédemment. Ce que l’on appelle
l’entropie d’échelle (S) représente un potentiel évolutif traduisant la possibilité à remplir
l’espace d’un phénomène, celui-ci lorsqu’il est élevé implique un phénomène faiblement
désorganisé, et donc plus de possibilités de remplir l’espace. Ce potentiel est défini mathé-
matiquement comme le logarithme du ratio d’une mesure à une échelle maximale

(
M[0,0]

)
sur une mesure à l’échelle d’observation du phénomène

(
M[i ,0]

)
. Les phénomènes autosimi-

laires généraux faisant intervenir le logarithme de l’échelle d’observation, on définit l’échelle
logarithmique 2 (x), comme le logarithme du ratio de l’échelle d’observation (li ) sur l’échelle
maximale (l0), celle-ci étant bornée entre une échelle maximale l0 et une échelle minimale
lc :

x = l n

(
li

l0

)
lc < li < l0 (3.22)

Par analogie avec la turbulence, on pourra appeler l0 l’échelle intégrale (considérée comme
l’échelle maximale du phénomène étudié), on dénommera de plus lc comme l’échelle crête
(qui correspondrait dans le cas de la turbulence à l’échelle de Kolmogorov).

La mesure quant à elle représente un pavage par une méthode de comptage de boite, ce
qui nous permet de déduire une relation simple entre entropie d’échelle et nombre d’objets
servant au pavage (ces objets ayant une dimension euclidienne d). Le résultat nous montre
ainsi une décomposition en deux composantes. Une composante étant le logarithme du ra-
tio du nombre d’objets servant au pavage à l’échelle intégrale

(
N[0,0] = 1

)
et à l’échelle d’ob-

servation du phénomène
(
N[i ,0]

)
. Puis une deuxième composante étant l’échelle logarith-

mique multipliée par la dimension euclidienne d :

S(x) = ln

(
M[0,0]

M[i ,0]

)
= − ln

(
N[i ,0]

N[0,0]

(
li

l0

)d
)

= − ln

(
N[i ,0]

N[0,0]

)
−d x (3.23)

On notera de plus que l’entropie d’échelle à l’échelle intégrale S(x = 0) est par définition
nulle.

C’est dans l’optique de représenter l’entropie par la géométrie fractale que l’équation
de diffusion d’entropie d’échelle est née. Cette équation présente la diffusion de l’entropie
d’échelle dans l’espace des échelles (=échelle logarithmique) et en fonction du temps, intro-
duisant le concept de puits d’entropie d’échelle (ω(x, t )) et le concept de diffusivité d’échelle

2. À noter que l’on peut aussi définir une échelle logarithmique à partir de l’échelle crête mais que l’on
n’utilisera pas dans ce manuscrit :

xc = ln

(
li

lc

)
lc < li < l0 (3.21)
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(χ). La définition de l’entropie d’échelle fait apparaitre un lien entre la dimension fractale à
l’échelle d’observation (ou plus précisément la codimension ∆[i ,0]-d) et la dérivée de l’en-
tropie d’échelle par rapport à l’échelle logarithmique :

∂2S(x, t )

∂x2
−ω(x, t ) =

1

χ

∂S(x, t )

∂t

∂S(x, t )

∂x
=∆[i ,0] −d (3.24)

Les phénomènes réels exhibant une dissipation d’énergie imposent une géométrie frac-
tale finie. On appelle les objets respectant l’équation de diffusion d’entropie d’échelle des
fractals dissipatifs ou cumulatifs (suivant le signe du puits d’entropie d’échelle). Dans la
suite, nous considèrerons des phénomènes stationnaires entrainant une dérivée temporelle
nulle, permettant ainsi une étude des comportements géométriques pour des puits d’entro-
pie d’échelle particuliers.

3.3 Caractérisation et généralisation des géométries dépen-
dantes d’échelle

3.3.1 Les différents cas simples

Les différents cas simples possèdent un puits d’entropie d’échelle constant :

— Euclidien : ω(x) = 0 ∆[i ,0] =∆ = d

— Fractal pur : ω(x) = 0 ∆[i ,0] =∆ 6= d

— Fractal parabolique : ω(x) = β 6= 0 ∆[0,0],∆[i ,0],∆[c,0] ∈ [0,d ]

Géométrie euclidienne

Le cas trivial euclidien possède une dimension fractale entière égale à sa dimension topo-
logique et dont le puits d’entropie d’échelle est nul. La résolution de l’équation de diffusion
en régime stationnaire donne simplement :

S(x) = 0 N[i ,0] =

(
l0

li

)d

(3.25)

Des géométries euclidiennes simples seront étudiées à travers une analyse en échelle
dans le cadre du paramétrage de l’outil de mesure de dimension, des cas simples sont pré-
sentés en figure 3.12.

Géométrie fractale "pure"

Un phénomène fractal quant à lui possède une dimension non entière différente de sa
dimension topologique dont le puits d’entropie d’échelle est, comme dans le cas euclidien,
nul. Ceci menant après intégration de l’équation de diffusion à :

S(x) = (∆−d) x N[i ,0] =

(
l0

li

)∆
(3.26)

Des géométries fractales pures seront aussi étudiées pour vérifier l’erreur commise par
l’outil de mesure de dimension fractale ; des exemples de géométries fractales pures sont
présentés en figure 3.13.
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FIGURE 3.12 – De gauche à droite un segment lisse de dimension∆ = 1, un carré de dimension∆ = 2,
un cube de dimension∆ = 3

FIGURE 3.13 – DLA de dimension ≈ 1.71 et courbe du Dragon de dimension 2

Géométrie fractale parabolique

La dernière géométrie simple est ce que l’on appelle le fractal parabolique montrant une
déviation de dimension fractale (à petite ou grande échelle) provenant de l’existence d’un
puits d’entropie d’échelle constant (le signe étant lié à une augmentation ou une diminution
des intercorrélations entre échelles).

dS

d x
= βx +C =∆[i ,0] −d C =∆[0,0] −d (3.27)

S(x) =
β

2
x2 + (∆[0,0] −d)x N[i ,0] =

(
l0

li

)∆[i ,0] +∆[0,0]

2 =

(
l0

li

)(
β
2

)
x+∆[0,0]

(3.28)

On présente un exemple de géométrie fractale parabolique en figure 3.14, obtenu en uti-
lisant l’équation de diffusion d’entropie d’échelle.

FIGURE 3.14 – Von Koch parabolique dont la dimension varie de∆[0,0] = 1.2618 à∆[c,0] = 2 sur 6 itéra-
tions
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Une représentation possible des divers comportements fractals dans l’espace des échelles
est possible dans ce que l’on appelle le diagramme espace-échelle (figure 3.15).

d

∆

xc

x0
∆[0,0]

∆[c,0]

x

∆[0,0] = 2

∆[c,0] = 1

FIGURE 3.15 – Diagramme espace-échelle représentant ici une géométrie euclidienne en noir de di-
mension d, une géométrie fractale en bleu de dimension∆, et une géométrie fractale parabolique en
vert dont la dimension varie de∆[0,0] en x0 à∆[c,0] en xc . À droite se trouve le cône des échelles repré-
sentant une géométrie fractale parabolique ayant une dimension variant d’un disque de dimension
2 à un segment de dimension 1 à travers les échelles.

Afin d’étudier les divers types de déviations au fractal pur existant dans les phénomènes,
une généralisation est possible pour la prédiction de la dépendance en échelle de la dimen-
sion. En effet, le puits d’entropie d’échelle représente précisément l’origine de l’écart des
phénomènes au fractal pur à travers une sous-diffusion ou surdiffusion.

3.3.2 Généralisation du puits d’entropie d’échelle en régime stationnaire

Nous allons étudier deux types de déviations au fractal pur à travers deux lois pour le
puits d’entropie d’échelle :

— Des lois de puissances

— Des lois polynomiales

Géométrie dissipative pure (modale) : une loi de puissance pour le fractal

On considère un puits modal d’entropie d’échelle lorsque celui-ci est exprimé par :

ω(x) = β?k xk (3.29)

Où k représente l’ordre du mode et β?k , l’invariant d’échelle associé au mode k (l’exposant
? décrit une déviation unimodale au comportement fractal pur). À partir de l’intégration de
l’équation précédente, on obtient le flux modal d’entropie d’échelle (la constante d’intégra-
tion représentant la codimension à l’échelle intégrale) :∫

ω(x)d x =∆
[β?k ]

[i ,0] −d =

(
1

k +1

)
β?k xk+1 +∆[0,0] −d (3.30)

Puis en intégrant une dernière fois, on obtient l’entropie d’échelle modale (par définition,
l’entropie d’échelle est nulle à l’échelle intégrale annulant ainsi la constante d’intégration) :Ï

ω(x)d x = S(x) =

(
k !

(k +2)!

)
β?k xk+2 + (∆[0,0] −d)x (3.31)
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On est ici en présence d’un mode k définissant une déviation unimodale à la géométrie
fractale, caractérisée par des relations simples sur l’invariant β et la dimension ∆[i ,0] (ou
le nombre de boules N[i ,0]) :

(k +1)(∆
[β?k ]

[i ,0] −∆[0,0])

xk+1
= β?k N[i ,0] =

(
l0

li

)∆[β?k ]

[i ,0] −∆[0,0]

k +2
+∆[0,0]

(3.32)

Pour simplifier l’écriture dans la suite on pourra utiliser la notation∆
[β?k ]
x =∆

[β?k ]

[i ,0] , ou plus
généralement∆x à la place de∆[i ,0]. En reprenant les trois cas simples présentés précédem-
ment, à savoir l’euclidien, le fractal et le fractal parabolique, ceux-ci partagent le même mode
avec chacun une particularité différente :

— Mode 0(a) :

ω(x) = β?0 = 0 ∆x =∆ = d N[i ,0] =

(
l0

li

)d

(3.33)

— Mode 0(b) :

ω(x) = β?0 = 0 ∆x =∆ 6= d N[i ,0] =

(
l0

li

)∆[0,0]

(3.34)

— Mode 0(c) :

ω(x) = β?0 6= 0 ∆[0,0] ∈ [0,d ]
dS

d x
= β?0 x +C =∆

[β?0 ]
x −d C =∆[0,0] −d (3.35)

S =
β?0
2

x2 + (∆[0,0] −d)x ⇒ N[i ,0] =

(
l0

li

)∆[β?0 ]
x +∆[0,0]

2 =

(
l0

li

)(
β?0

2

)
x+∆[0,0]

(3.36)

— Mode 1 :

ω(x) = β?1 x 6= 0 ∆[0,0] ∈ [0,d ]
dS

d x
=
β?1
2

x2 +C =∆
[β?1 ]
x −d C =∆[0,0] −d (3.37)

S =
β?1
6

x3 + (∆[0,0] −d)x ⇒ N[i ,0] =

(
l0

li

)∆[β?1 ]
x

3
+

2∆[0,0]

3 =

(
l0

li

)(
β?1

6

)
x2+∆[0,0]

(3.38)

Le Mode 0(a) représente le cas trivial euclidien où la dimension fractale est égale à la di-
mension euclidienne et où le puits d’entropie d’échelle est nul. Le mode 0(b) est le cas du
fractal pur (cas où le puits d’entropie d’échelle est nul) possédant une dimension précise
associée au phénomène différente de sa dimension euclidienne. Enfin, le mode 0(c) repré-
sente le cas parabolique, déviation (à petite ou grande échelle) au fractal pur provenant de
l’existence d’un puits d’entropie d’échelle constant non nul à travers l’espace des échelles (le
signe étant relié à une surabondance ou une raréfaction des intercorrélations entre échelles).
On peut aussi fournir un exemple remarquable, c’est le cas du mode 1 ayant un comporte-
ment linéairement accéléré dans l’espace des échelles. Par analogie avec la mécanique, la
géométrie euclidienne représente un corps au repos, la géométrie fractale un mouvement
rectiligne uniforme et le fractal parabolique, un mouvement uniformément accéléré. Pour
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ce qui est d’une géométrie fractale de mode 1, le mouvement est linéairement accéléré ou ce
que l’on appelle à Jerk constant.

Une relation simple apparait pour le nombre de boules N[i ,0] pouvant s’écrire à partir
d’une dimension fractale équivalente :

N[i ,0] =

(
l0

li

)∆[β?
k

]

x

∆
[β?k ]
x = αk∆

[β?k ]
x +γk∆[0,0] αk +γk = 1 (3.39)

Cette dimension fractale équivalente apparait comme une moyenne pondérée des com-
posantes fractale pure et déviées. La généralisation en loi de puissance ne prend en compte
que des déviations uniques (unimodales) par rapport au fractal classique, par conséquent,
on peut définir un puits d’entropie d’échelle global (multimodal) associé à un flux d’entropie
d’échelle global et une entropie d’échelle globale, comme une somme de différents modes
menant ainsi à une loi polynomiale.

Géométrie dissipative multimodale : une loi polynomiale pour le fractal

Un puits d’entropie d’échelle global peut être défini par sa gamme de déviation [β0,βn]
lorsque les modes participants sont chacun associés à un ordre successif de déviation. Ce
puits multimodal se traduit par :

ω(x) =
n∑

k=0
βk xk ⇒

∫
ω(x)d x =

n∑
k=0

(
1

k +1

)
βk xk+1 + (∆[0,0] −d) (3.40)

S(x) =
Ï

ω(x)d x =
n∑

k=0

(
k !

(k +2)!

)
βk xk+2 + (∆[0,0] −d)x (3.41)

N[i ,0] =

(
l0

li

)∑n
k=0

(
k !

(k +2)!

)
βk xk+1+∆[0,0]

(3.42)

On peut illustrer des cas simples de puits d’entropie d’échelle multimodal, par exemple,
le cas simple de puits d’entropie d’échelle d’ordre 1 est donné par un mode d’ordre 1 super-
posé au mode d’ordre 0 (la gamme de déviation étant simplement [β0,β1]) :

À partir de l’utilisation de∆[β0]
x du cas parabolique, on obtient :

d 2S

d x2
= β1x +β0

dS

d x
=
β1

2
x2 +β0x +C =∆[β0,β1]

x −d

C =∆[0,0] −d β0 =
(∆[β0]

x −∆[0,0])

x
β1 =

2(∆[β0,β1]
x −∆[β0]

x )

x2

S =
β1

6
x3 + β0

2
x2 + (∆[0,0] −d)x =

1

3
(∆[β0,β1]

x −∆[β0]
x )x + 1

2
(∆[β0]

x −∆[0,0])x + (∆[0,0] −d)x

N[i ,0] =

(
l0

li

)∆[β0,β1]
x −∆[β0]

x

3
+
∆

[β0]
x −∆[0,0]

2
+∆[0,0]

⇒ N[i ,0] =

(
l0

li

)∆[β0,β1]
x

3
+
∆

[β0]
x

6
+
∆[0,0]

2 (3.43)

Par extension, on peut utiliser le puits d’entropie d’échelle d’ordre 1 pour remonter à
celui d’ordre 2 (la gamme de déviation étant [β0,β2]). Ce cas particulier peut présenter plu-
sieurs points d’inflexion dans l’espace des échelles suivant le signe des invariants d’échelle
à chaque ordre :

d 2S

d x2
= β0 +β1x +β2x2 dS

d x
=
β2

3
x3 + β1

2
x2 +β0x +C =∆[β0,β2]

x −d
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C =∆[0,0] −d β2 =
3(∆[β0,β2]

x −∆[β0,β1]
x )

x3

S =
β2

12
x4 + β1

6
x3 + β0

2
x2 + (∆[0,0] −d)x

S =
1

4
(∆[β0,β2]

x −∆[β0,β1]
x )x + 1

3
(∆[β0,β1]

x −∆[β0]
x )x + 1

2
(∆[β0]

x −∆[0,0])x + (∆[0,0] −d)x

N[i ,0] =

(
l0

li

)∆[β0,β2]
x −∆[β0,β1]

x

4
+
∆

[β0,β1]
x −∆[β0]

x

3
+
∆

[β0]
x −∆[0,0]

2
+∆[0,0]

(3.44)

N[i ,0] =

(
l0

li

)∆[β0,β2]
x

4
+
∆

[β0,β1]
x

12
+
∆

[β0]
x

6
+
∆[0,0]

2 (3.45)

En réitérant le raisonnement n fois, on aboutit à :

(n +1)(∆[β0,βn ]
x −∆[β0,βn−1]

x )

xn+1
= βn (3.46)

Et le nombre de boules devient :

N[i ,0] =

(
l0

li

)∑n
k=1

∆[β0,βk ]
x −∆[β0,βk−1]

x

k +2

+∆[β0]
x +∆[0,0]

2
(3.47)

Comme précédemment, une dimension équivalente intervient sa propriété de moyenne
pondérée étant conservée :

N[i ,0] =

(
l0

li

)∆[β0,βk ]

x

∆
[β0,βk ]
x =

n∑
k=1

(
αk∆

[β0,βk ]
x +γk∆

[β0,βk−1]
x

)
+α0∆

[β0]
x +γ0∆[0,0] (3.48)

n∑
k=1

(αk +γk )+α0 +γ0 = 1 (3.49)

La dimension équivalente affiche la contribution de chacun des types de déviations, cha-
cune portant un poids différent et leur somme étant égale à l’unité.

On pourra ajouter que le puits d’entropie d’échelle peut prendre une forme fractionnaire
menant aux mêmes relations, dans le cas polynomial, celui-ci requérant une gamme de dé-
viation finie et ayant un incrément fini entre chaque mode 3. On pourrait de plus, travailler
avec des systèmes plus complexes utilisant des modes discrets {β0,βk ,βn} et non plus une
gamme entière [β0,βn]. Quelques cas simples d’entropies d’échelle unimodales et multimo-
dales sont présentés en figure 3.16.

D’autres cas particuliers de puits d’entropie d’échelle sont intéressants :

Cas 1 : En considérant qu’il existe un β?n tel que ∆[β0,βn ]
x ≈∆[β?n ]

x et ∆[β0,βn−1]
x ≈∆[β?n−1]

x , on peut
utiliser une décomposition pour faire apparaitre les pures successions de déviations
au fractal pur, la fractalité pure étant associée à l’échelle intégrale (∆ =∆[0,0]) :

βn =
(n +1)((∆[β0,βn ]

x −∆[0,0])− (∆[β0,βn−1]
x −∆[0,0]))

xn+1
= β?n − (n +1)

n

β?n−1

x
(3.50)

3. Il est nécessaire de noter qu’un puits d’entropie d’échelle global négatif implique une singularité infinie
à l’échelle prise comme référence, ici l0
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FIGURE 3.16 – Entropie d’échelle en fonction de l’échelle logarithmique pour différents modes et
comportements globaux

β?n−1

(βn −β?n )
= − nx

n +1
(3.51)

Avec β?(n) la déviation au fractal pur ∆[0,0] d’ordre n. En étendant l’hypothèse précé-
dente pour chacune des déviations d’ordre n le puits d’entropie d’échelle devient :

ω(x) =
n∑

k=1

(
β?k xk − (k +1)

k
β?k−1xk−1

)
+β?0 = β?n xn +

n∑
k=2

(
−1

k
β?k−1 xk−1

)
(3.52)

On aperçoit ainsi une superposition de déviations pures au fractal, où le comporte-
ment polynomial est remplacé par le mode équivalent.

Cas 2 : Ce second cas requiert des hypothèses particulières, la première étant un lien entre
chaque invariant de puits d’entropie d’échelle global et le deuxième une forme parti-
culière dépendante de la gamme de déviation :

βk = βk+1
0 ω(x) =

n∑
k=0

(k +2)(k +1)βk+1
0 xk (3.53)

∆[i ,0] −∆[0,0] =
n∑

k=0
(k +2)βk+1

0 xk+1 (3.54)

S(x) = (∆[0,0] −d)x +
n∑

k=0
βk+1

0 xk+2 = x

[
(∆[0,0] −d)+ 1− (

β0x
)n+2

1− (β0x)

]
(3.55)

L’avantage de cette forme provient du fait que le problème est réduit à la caractéri-
sation d’un seul invariant d’échelle β0 pouvant être obtenu à partir d’une régression
simple.
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3.3.3 Fractals dissipatifs déterministes et log-périodicité

La méthode du compas pour la mesure de dimension

Il existe plusieurs méthodes de mesure d’une géométrie permettant d’estimer une di-
mension fractale. Suivant les méthodes utilisées, certaines peuvent donner des résultats dif-
férents. Dans notre cas, nous allons utiliser la méthode du compas (divider method). Cette
méthode fut à l’origine utilisée pour mesurer des frontières mettant en évidence des lois
de puissance [Richardson, 1961]. Elle permet la mesure d’une longueur en utilisant un pa-
vage de la courbe étudiée (voir figure 3.17). Cependant, il peut arriver que plusieurs pavages
soient possibles à une même échelle suivant que l’on prenne le premier ou le dernier point
intersecté par le compas (cas du mouvement brownien) ; ou encore que l’on ait un point
d’origine différent. Une autre problématique apparait lorsque le dernier morceau de courbe
à paver est plus petit que la taille du compas. Ceci implique un nombre de boules non entier
lorsque l’on tient compte de ce reste [Klinkenberg, 1994].

l0

lc

FIGURE 3.17 – Pavage d’une géométrie avec deux échelles différentes l0 et lc

Un outil de mesure de dimension fractale est donc nécessaire, celui-ci devant être testé
sur des géométries fractales connues afin de vérifier l’estimation correcte de leur dimension.
On parle ici de géométrie fractale bien que vis-à-vis du mathématicien nous devrions plutôt
parler de "préfractal", c’est à dire, de géométries fractales dont le niveau d’itération est fini.
Les géométries fractales ainsi étudiées possèdent deux échelles cut-offs, que l’on pourra ap-
peler comme dans le cadre de l’entropie d’échelle, une échelle intégrale ou échelle de corps
l0 et une échelle minimale ou échelle crête lc . Les géométries qui seront étudiées sont des
géométries très connues caractérisées par leur dimension d’homothétie (figure 3.18) :

— Ligne euclidienne de dimension∆ = 1

— Courbe de Von Koch ayant une dimension∆ =
ln4

ln3
≈ 1.2618

— Courbe de Sierpiński en pointe de flèche de dimension∆ =
ln3

ln2
≈ 1.5849
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— Courbe ou saucisse de Minkowsi de dimension∆ =
ln8

ln4
= 1.5

FIGURE 3.18 – Illustration des différentes géométries fractales (de haut en bas et de gauche à droite) :
Courbe de Von Koch, courbe de Sierpiński en pointe de flèche et courbe de Minkowski

La première illustration sur un segment euclidien montre le gain de précision que l’on
obtient lorsqu’on utilise un nombre de pavages non entier par rapport à une analyse clas-
sique. Comme on peut le voir sur la figure 3.19 non seulement la dimension est correctement
estimée, mais l’échelle intégrale ne présente pas de biais (constante p2 nulle). Par consé-
quent, l’utilisation d’un nombre de boules fractionnaire est préférable tel que :

Nb[i ,0] = N[i ,0] +
[FF]

li
(3.56)

Nb[i ,0] : nombre de recouvrements corrigé (associé à l’échelle li )

N[i ,0] : nombre de recouvrements requis pour paver la courbe à l’échelle li

[FF] : distance restante entre le dernier pavé et le point final de la courbe

li : échelle d’observation (taille du pavage)

Pour les fractals de dimension non entière, l’estimation rigoureuse de la dimension à
partir de la méthode des compas présente une erreur de quelques pourcents vis-à-vis de
la dimension d’homothétie lorsque les échelles d’extension de la géométrie restent faibles.
Pour améliorer la précision, il est généralement nécessaire d’avoir beaucoup d’itération et
de ne pas prendre en compte les grandes échelles (où l’erreur est plus importante). Les mé-
thodes classiques d’estimation de la dimension utilisent une régression linéaire sur l’analyse
en échelle (ie le graphe traçant le nombre de boules en fonction de l’échelle logarithmique),
ou encore un fenêtrage de régression linéaire en utilisant uniquement les petites échelles
(voir figure 3.20). Malgré une erreur plus faible dans l’estimation de la dimension que la
régression linéaire simple, le fenêtrage nécessite un temps de calcul beaucoup plus consé-
quent pour des résultats de qualité légèrements meilleurs.

Afin d’améliorer la précision de l’estimation de la dimension, Nams [2006] à utilisé des
considérations statistiques. Dans notre cas, cherchant une mesure précise des propriétés
d’échelle à travers l’espace des échelles, nous proposons une méthode basée sur la struc-
ture même de la géométrie afin de savoir si l’outil de mesure est correctement dimensionné.
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FIGURE 3.19 – Analyse en échelle utilisant un nombre de pavages classique (haut) et fractionnaire
(bas) avec p1 le coefficient permettant d’estimer la dimension fractale et p2 une erreur sur l’ordonnée
à l’origine

Notre méthode est basée sur la mesure précise de ce que l’on appelle les échelles de transi-
tion, de fait, à partir d’une analyse en échelle sur la gamme [lmi n ; lmax], il est possible d’obte-
nir les échelles de coupure (cut-off) liées à la géométrie (ou bien liées au phénomène si l’on
étudie un phénomène). On appelle ainsi échelle de transition proche ou échelle intégrale
(ou encore échelle de corps) l0 l’échelle pour laquelle le nombre de divisions recouvrant la
géométrie en utilisant la méthode du compas est égale strictement à l’unité N[0,0] = 1. Pour
ce qui est de l’échelle de transition lointaine ou échelle minimale (ou encore échelle crête),
celle-ci est liée à la fin de la fractalité et à un retour au comportement euclidien de la dimen-
sion dépendante d’échelle, correspondant à ∆[c,0] = 1 (dans le cadre de l’étude de courbes)
et où le critère local, c’est à dire l’équation 3.57 ne fluctue plus (voir figure 3.21). Pour finir,
la dimension finale estimée est considérée comme la pente entre ces deux échelles caracté-
ristiques.

L’échelle intégrale est accessible directement par l’analyse en échelle, ce qui n’est pas le
cas de l’échelle crête. En effet, pour déterminer l’échelle minimale, il est nécessaire d’utiliser
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FIGURE 3.20 – Dimension estimée à partir d’un fenêtrage (de taille 1/1000 de l’analyse) pour un Von
Koch de rang 6, un Sierpiński en pointe de flèche de rang 12 et courbe de Minkowski de rang 5

l’équation suivante (représentant la dimension locale) :

d ln

(
N[i ,0]

N[0,0]

)
d ln

(
li

l0

) =

ln

(
N[i+1,0]

N[0,0]

)
− ln

(
N[i ,0]

N[0,0]

)
ln

(
li+1

l0

)
− ln

(
li

l0

) =

ln

(
N[i+1,0]

N[i ,0]

)
ln

(
li+1

li

) (3.57)

Puisque l’on sait que la mesure de dimension possède une erreur non négligeable à
grande échelle, on décide de tester les géométries fractales discutées précédemment pour
plusieurs niveaux d’itérations (ou rangs). Ainsi, on évalue les échelles caractéristiques de
chaque géométrie pour chaque rang étudié (6 rangs pour le Von Koch ; 6 rangs pour le Sier-
piński et 5 rangs pour le Minkowski). On en déduit la dimension. Les résultats obtenus sont
présentés en figure 3.22 pour chacune des géométries où l’on peut les comparer avec la mé-
thode classique. La méthode classique utilise une régression linéaire de l’analyse en échelle,
celle-ci étant effectuée avec la méthode du compas prenant en compte le reste (nombre de
boules fractionnaire). La dimension fractale obtenue est assez satisfaisante vis-à-vis de la di-
mension d’homothétie (théorique). Il apparait néanmoins que même pour des géométries
fractales déterministes l’évaluation de la dimension présente une erreur. La méthode clas-
sique (tout comme le fenêtrage évoqué précédemment) nécessite beaucoup d’échelles pour
être fiable et conserve toutefois un petit pourcentage d’erreur. Pour ce qui est de la méthode
des échelles de transition, celle-ci présente des résultats proches des résultats théoriques
bien meilleurs que la méthode classique permettant ainsi de vérifier et de garantir la fiabilité
des outils d’analyse en échelle.
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FIGURE 3.21 – Détermination de l’échelle crête pour une courbe de Von Koch de rang 6

FIGURE 3.22 – Résultats obtenus à partir de la méthode des échelles de transition et de la méthode
classique pour différentes géométries et différents niveaux d’itérations

Échelles caractéristiques et échelles de construction

Les échelles caractéristiques de la géométrie, c’est à dire échelle crête et échelle intégrale,
jouent un rôle important dans la dimensionnalité de celle-ci et ce quelque soit le niveau
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d’itération. Il est nécessaire d’ajouter que la pente entre ces deux échelles (donnant la di-
mension) intersecte ce que l’on appellera les échelles de construction de la géométrie. Ces
échelles de construction s’avèrent être des échelles crêtes intrinsèques ou internes à la géo-
métrie, provenant de la géométrie à un niveau intermédiaire. En d’autres termes des échelles
crêtes associées à chaque rang intermédiaire de la géométrie. Ces échelles peuvent donc être
vues comme le squelette de la géométrie (voir figure 3.23).

FIGURE 3.23 – Les différentes échelles de construction d’un Von Koch de rang 2 : l?0 étant l’échelle
intégrale l0 ; l?c l’échelle crête lc ; et l?1 représente une échelle intrinsèque de construction - l’échelle
crête d’un Von Koch de rang 1, géométrie intermédiaire

Ces échelles sont discrètes et sont liées entre elles par une relation d’échelle :

l?i =
l?0
ai

i ∈N (3.58)

Où l?0 = l0 est l’échelle intégrale et a est l’inverse du ratio d’homothétie.
On présente l’analyse en échelle des trois géométries étudiées précédemment et leurs

échelles de construction en figure 3.24, figure 3.25 et figure 3.26. Il est par conséquent pos-
sible d’estimer la dimension fractale tout comme avec les échelles caractéristiques, en uti-
lisant une pente prise entre échelles de construction. De plus, l’observation de l’analyse en
échelle nous indique d’autres particularités liées à la géométrie. En effet, le Von Koch et le
Minkowski sont considérés comme fractalement concave (puisque la dimension théorique
est toujours supérieure à la dimension mesurée) alors que le Sierpiński est fractalement
convexe (puisque sa dimension théorique est toujours inférieure à sa dimension mesurée,
la dimension étant la pente entre li et l0).

Il ressort ainsi des analyses en échelle que les échelles de construction sont le support
de fractalité de la géométrie (des échelles de construction intermédiaire peuvent apparaitre
notamment pour le Von Koch car cette courbe peut être construite à partir d’un autre ini-
tiateur). Par ailleurs, le comportement entre ces échelles est tout à fait intéressant car on
observe l’émergence d’oscillations et l’apparition de périodicité.

Apparition de log-périodicité

À la vue de l’équation de diffusion d’entropie d’échelle et des raisonnements précédents,
on constate que l’analyse en échelle ne montre pas l’entièreté de la structure fractale dans ses
détails. Pour pallier à ce manque d’information, nous introduisons un nouveau diagramme
pour étudier la fractalité dans sa globalité et particulièrement les déviations à la géométrie
purement fractale. Le diagramme DTF, de l’anglais departure to fractal, est introduit permet-
tant de tracer l’évolution de la dimension fractale et du puits d’entropie d’échelle de la géo-
métrie à travers les échelles. On illustre des cas simples de géométries idéales en figure 3.27.
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FIGURE 3.24 – Analyse en échelle montrant les différentes échelles de construction du Von Koch

FIGURE 3.25 – Analyse en échelle montrant les différentes échelles de construction du Minkowski

Cependant, les cas idéaux de fractalité n’existent que théoriquement, en effet, les résul-
tats des analyses en échelle précédentes montrent l’existence de log-périodicité intrinsèque
dans l’espace des échelles. La dimension fractale théorique ∆th repose sur la pente liant les
différentes échelles de construction, néanmoins, sur les autres échelles, la dimension frac-
tale reste différente ∆ 6=∆th . La log-périodicité a déjà été très étudiée [Brissaud, 2009, Fan-
tazzini et Geraskin, 2011, Nottale et al., 2000, Queiros-Condé, 2000a, Sornette et Johansen,
2001] à travers l’utilisation d’un flux d’entropie d’échelle, de la relativité d’échelle ou en-
core de l’invariance d’échelle discrète dans l’optique d’une log-périodicité temporelle. Nous
allons ici utiliser le diagramme DTF afin d’observer la log-périodicité intrinsèque d’une géo-
métrie dans l’espace des échelles. Du point de vue purement théorique, la géométrie fractale

pure requiert d∆th
d x = 0. Cependant, les diagrammes montrent tous un comportement pé-

riodique tourbillonnaire de cette quantité qui converge vers un attracteur à petite échelle
proche de la dimension théorique. L’universalité de ce comportement sur les différentes
géométries nous indique la présence de log-périodicité (voir figure 3.28, figure 3.29, et fi-
gure 3.30).
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FIGURE 3.26 – Analyse en échelle montrant les différentes échelles de construction du Sierpiński

FIGURE 3.27 – Diagramme DTF de quelques cas simples

Afin de visualiser encore plus nettement le comportement log-périodique, on définit un
facteur de déviation (proche de ce qui est défini dans Queiros-Condé et Feidt [2008a]) pre-
nant en compte la déviation effective du fractal réel au fractal théorique :

ηi =
lnNm

[i ,0]

lnNth
[i ,0]

lnNth
[i ,0] = −∆th ln

(
li

l0

)
(3.59)

Nm
[i ,0] correspond au nombre de compas mesuré à l’échelle i, et Nth

[i ,0] est le nombre de com-
pas théorique à l’échelle i. De par sa définition, ce facteur révèle clairement la dépendance
en échelle d’une géométrie et montre la log-périodicité des fractals déterministes étudiés en
figure 3.31, figure 3.32 et figure 3.33. Ce facteur peut de fait être utilisé pour comparer une
géométrie à la théorie (par exemple la mesure d’un fractal déterministe comparée à une loi
de puissance ayant la dimension de similarité de l’objet étudié). Le calcul d’un facteur de
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FIGURE 3.28 – Diagramme DTF du Von Koch

FIGURE 3.29 – Diagramme DTF du Minkowski

déviation moyen représente un équivalent du rendement global de la géométrie, c’est à dire,
l’espace moyen utilisé par le phénomène réel comparé à son homologue idéalement fractal.

La log-périodicité évoquée précédemment peut être étudiée à partir de l’utilisation de
l’entropie d’échelle. En effet, l’observation nous oriente vers un puits d’entropie d’échelle
ω(x) 6= 0, lié à la déviation existante des fractals déterministes au fractal pur. Ainsi, un frac-
tal déterministe est pur uniquement sur ses échelles de constructions impliquant un flux
d’entropie entre celles-ci. Les généralisations précédentes sur le puits d’entropie d’échelle
apparaissent comme les plus courantes, mais d’autres formes particulières peuvent appa-
raitre comme des sigmoïdes, des fonctions hyperboliques [Thiesset et al., 2016] ou encore
des formes de types perturbatrices trigonométriques. Dans notre cas de log-périodicité, on
considèrera simplement un terme perturbatif de type sinusoïdal sur la dimension locale :

A f cos(Wx) sg n (sin(Wx))−∆[0,0] = −∆[i ,0] (3.60)
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FIGURE 3.30 – Diagramme DTF du Sierpiński

FIGURE 3.31 – Évolution du facteur de déviation
en fonction de l’échelle pour le Von Koch

FIGURE 3.32 – Évolution du facteur de déviation
en fonction de l’échelle pour le Minkowski

Où sg n(x) est la fonction signe définie comme :

sg n(x) =


1, si x > 0.

−1, si x < 0.

0, si x = 0.

(3.61)

Et ∆[0,0] la dimension à l’échelle intégrale étant égale à la dimension théorique. W =
(2π/αp ) est considéré comme la pulsation d’échelle de la géométrie avecαp la période d’échelle
du fractal (liée aux échelles de construction). Ce qui mène simplement à N[i ,0] et au puits
d’entropie d’échelle ω(x) :

ln

(
N[i ,0]

N[0,0]

)
=

A f

W
sin(Wx) sg n (sin(Wx))−∆[0,0]x (3.62)

ω(x) = A f W sin(Wx) sg n (sin(Wx)) (3.63)

Pour déterminer l’amplitude de perturbation, on considère comme hypothèse qu’un frac-
tal dépendant d’échelle possède une dimension locale minimale nulle, impliquant : A f =
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FIGURE 3.33 – Évolution du facteur de déviation en fonction de l’échelle pour le Sierpiński

−∆[0,0]. Sachant que l’on travaille avec des géométries déterministes connues, on peut dé-
duire leur périodicité d’échelle αp = ln(3) pour le Von Koch, αp = ln(4) pour le Minkowski et
αp = ln(3) pour le Sierpiǹski.

À partir de l’équation de diffusion de l’entropie d’échelle, on obtient les résultats présen-
tés en figure 3.34, figure 3.35 et figure 3.36. En sachant que le Sierpiǹski en pointe de flèche
est fractalement convexe, la fonction cosinus est remplacée par la fonction sinus et l’am-
plitude de perturbation devient A f = ∆[0,0], montrant des résultats reproduisant de façon
proche le comportement de la géométrie réelle.

FIGURE 3.34 – Log-périodicité et approximation par l’entropie d’échelle du Von Koch
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FIGURE 3.35 – Log-périodicité et approximation par l’entropie d’échelle du Minkowski

Théorème de Moran pour la création de fractals dissipatifs

Dans le cadre de la généralisation précédente, on choisit de construire plusieurs géo-
métries fractales déterministes paraboliques, celles-ci étant des géométries ayant une dé-
pendance en échelle simple. Plusieurs exemples de géométries simples "dissipatives" seront
ainsi construites :

1. Von Koch de rang 6 avec une dimension variant de 1,5 à 1.

2. Von Koch quadratique de rang 6 avec une dimension variant de 1,5 à 1.

3. Une courbe de Minkowski de rang 5 avec une dimension variant de 1,5 à 1.

Ces différentes géométries liées à une variation de dimension dans l’espace des échelles
n’ont pas été explorées. Des idées proches ont été développées, Tricot [1995] étudia l’in-
fluence de la variation de l’angle d’une courbe de Von Koch sur sa dimension. Un autre travail
proche de la dépendance en échelle est la création de fractals composites de Lanoiselee et al.
[2014], menant à ce que l’on peut appeler des "plurifractals". Notre raisonnement nécessite
une variation dans l’espace des échelles se traduisant de prime abord par une variation du
ratio de similarité en fonction de l’échelle.

Les ratios de similarité (a) qu’ils soient égaux entre eux ou pas, sont liés à la dimension
fractale de similarité (ds) par l’équation de Moran [Fernández-Martínez et al., 2016] :

ds =
ln(N)

ln(1/a)
⇒ 1 = Nad ⇒ 1 =

∑
i

ad
i (3.64)

Pour contrôler la dimension, il est donc nécessaire de faire varier la taille des similarités
en fonction de l’échelle. Dans le cas de la courbe de Von Koch par exemple, il s’agit d’une
variation de la taille du pic du Von Koch, influençant la taille des similarités liées à celui-ci.
La dimension de similarité du Von Koch classique est donnée par :

4

(
1

3

)∆
= 1 ⇒∆ = 1.2618 (3.65)

Lorsque l’on fait varier la taille du pic (sans changer les autres similarités), on obtient
deux similarités ayant un ratio

(1
3

)
et deux autres ayant un ratio

(a
3

)
. Ainsi, en utilisant le
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FIGURE 3.36 – Log-périodicité et approximation par l’entropie d’échelle du Sierpiǹski

théorème de Pythagore, on peut relier la hauteur du pic h et la taille de la similarité a 4 :

2

(
1

3

)∆
+2

(a

3

)∆
= 1 a2

(
1

3

)2

=

(
1

6

)2

+h2

(p
3

6

)2

(3.67)

Lorsque a = 1, on retrouve bien la courbe de Von Koch classique.
On considère ainsi une courbe bifractale de type Von Koch (figure 3.37) possédant deux

dimensions fractales suivant l’échelle d’observation. À grandes échelles, la dimension frac-
tale est∆≈ 1.2618, et à petites échelles (après trois gammes d’échelle), la dimension fractale
devient∆≈ 1.6055 (a = 1.5) comme le montre l’analyse en échelle (figure 3.38).

FIGURE 3.37 – Courbe bifractale de type Von Koch avec a = 1.5 pour trois gammes d’échelle et a = 1
ensuite

Nous construisons maintenant une courbe de type Von Koch parabolique, respectant
(théoriquement) une équipartition du puits d’entropie d’échelle à travers les échelles et une

4. On pourrait être tenté d’écrire la dimension comme ;

∆ =
ln(2+2s)

ln3
(3.66)

Cependant, ce Von Koch n’a pas une taille de similarité qui change, mais c’est son nombre de similarités (avec
le coefficient s) qui change d’où l’utilisation de la formule de Moran
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FIGURE 3.38 – Analyse en échelle de la courbe bifractale de type Von Koch montrant l’existence des
deux dimensions différentes

FIGURE 3.39 – Von Koch dont la dimension varie de∆ = 1.5 à∆ = 1

dimension fractale linéairement dépendante de l’échelle. Pour ce faire, on attribue une taille
de pic changeant à chaque échelle et conduisant à une variation de la dimension de ∆ = 1.5
à grande échelle jusque ∆ = 1 à petite échelle (figure 3.39). On calcule d’abord l’invariant
d’échelle en accord avec l’équation de diffusion d’entropie d’échelle :

ln

(
N[i ,0]

N[0,0]

)
= −β

2
x2 −∆[0,0]x β =

∆[c,0] −∆[0,0]

xc
=

1−1.5

ln
(
1/36

) ≈ 0.0759 (3.68)

Puis, on effectue une analyse en échelle de la géométrie. Les résultats obtenus montrent
dans ce cas précis un parfait accord entre la prédiction donnée par l’équation de diffusion
de l’entropie d’échelle et la mesure de la géométrie (voir figure 3.40).

De manière analogue pour le Von Koch quadratique (figure 3.41) et pour le Minkowski
(figure 3.42), des résultats comparables sont obtenus en figure 3.43 et figure 3.44. Avec pour
le Von Koch quadratique :

ln

(
N[i ,0]

N[0,0]

)
= −β

2
x2 −∆[0,0]x β =

∆[c,0] −∆[0,0]

xc
=

1−1.5

ln
(
1/36

) ≈ 0.0759 (3.69)
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FIGURE 3.40 – Analyse en échelle et résultat de l’équation de diffusion pour un Von Koch parabolique

FIGURE 3.41 – Von Koch quadratique dont la dimension varie de∆ = 1.5 à∆ = 1

Et pour le Minkowski :

ln

(
N[i ,0]

N[0,0]

)
= −β

2
x2 −∆[0,0]x β =

∆[c,0] −∆[0,0]

xc
=

1−1.5

ln
(
1/45

) ≈ 0.0721 (3.70)

Des géométries dépendantes d’échelle peuvent ainsi être construites en utilisant l’équa-
tion de Moran (locale), et être vérifiées par l’équation de diffusion d’entropie d’échelle comme
on peut le voir pour des dimensions linéairement dépendantes d’échelle.

La méthode présentée pour calculer la variation de dimension se base sur l’équation de
Moran de façon locale à chaque échelle 5, la hauteur du pic étant reliée à la taille de la simi-
larité. Si l’on veut rendre compte d’une dimension moyenne de l’objet à travers les échelles,
on utilisera le théorème de Moran sur toutes les échelles. Par exemple pour le cas du Von

5. On ne prend en compte dans l’estimation de la taille de la similarité à l’échelle crête que son rang d’itéra-
tion sans tenir compte des effets des autres échelles. Cette hypothèse permet la considération d’un comporte-
ment euclidien sous cette échelle même si en réalité, ce n’est pas tout à fait vrai. Ainsi, de par son utilisation lo-
cale cette utilisation simple peut mener à des biais, nécessitant parfois une estimation plus précise de l’échelle
crête.
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FIGURE 3.42 – Courbe de Minkowski dont la dimension varie de∆ = 1.5 à∆ = 1

FIGURE 3.43 – Analyse en échelle et résultat de l’équation de diffusion pour le Von Koch quadratique
parabolique

Koch, on a :

Mo1 = 2

(
1

3

)∆
+2

(a1

3

)∆
Mon =

[
Mon−1

3∆n
+Mon−1

(an

3

)∆n
]

2n−1 Moi := 1 (3.71)
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FIGURE 3.44 – Analyse en échelle et résultat de l’équation de diffusion pour le Minkowski parabolique

3.4 Géométrie fractale et entropie d’échelle en mécanique des
solides

L’application de la géométrie fractale en mécanique a été majoritairement étudiée dans
les axes classiques que sont la caractérisation auto-affine ou multifractale. L’utilité et la ri-
gueur du formalisme introduit par l’entropie d’échelle permettront ainsi l’étude de plusieurs
phénomènes mécaniques où la nécessité d’un cadre est souhaitable et où la simple géomé-
trie fractale peut être mise en défaut.

3.4.1 Caractérisation fractale des propriétés mécaniques

Les phénomènes de sollicitations mécaniques d’un matériau sont considérés de façon
générale comme des phénomènes purement euclidiens. Les théories de Weibull [1939, 1951]
(weakest link chain), de Peterson [1933] (effet de taille) et Griffith [1921] (intensité de contrainte
critique) figurent ainsi parmi les théories très utiles en mécanique. En comparaison, le do-
maine de la mécanique des fluides a très tôt remarqué l’existence d’un lien entre petites
échelles (échelle de Kolmogorov) et grandes échelles (échelle intégrale) à travers le travail de
Kolmogorov [1991]. Dans ce contexte, la géométrie fractale apporta de nombreuses réponses
en fluide puis s’est portée sur l’étude des matériaux. L’effet de taille (ou size-effect) qui an-
noncerait le comportement d’un matériau comme non euclidien est un exemple d’applica-
tion (Griffith [1921] la lui même mise en valeur par l’intermédiaire de ses expériences sur la
fibre de verre). Un deuxième exemple provient de l’origine de l’utilisation de la géométrie
fractale par Mandelbrot [1982] pour la caractérisation des faciès de rupture. Cette notion de
géométrie non euclidienne s’est étendue à la caractérisation de divers paramètres matériaux
qui était jusqu’à présent considérés comme constants et où la présence de lois de puissance
apparaissent.

L’objet de l’étude est de poser une base géométrique s’appuyant sur la géométrie fractale
de façon générale (avec l’entropie d’échelle) pour la caractérisation mécanique des maté-
riaux. Un premier cas simple est la contrainte maximale admissible d’un matériau que l’on
peut aussi appeler résistance mécanique. On observe un effet de taille sur la résistance mé-
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canique [Carpinteri, 1994a], c’est-à-dire, une variation de cette caractéristique du matériau
en fonction de la taille de celui-ci. Ce phénomène d’effet de taille pourrait être originaire
d’un comportement fractal de la répartition de la force sur la section de sollicitation, où une
section utile de sollicitation apparait (la rugosité et les pores de la surface ne deviennent plus
négligeables). Cette section utile pourrait ainsi être un support géométrique de type fractal
comme le DLA (agrégation limitée par la diffusion) ayant une dimension fractionnaire. Une
représentation claire de la différence entre une contrainte qui a comme support une surface
purement euclidienne et un support fractal est présentée en figure 3.45, impliquant l’émer-
gence de propriétés fractales.

FIGURE 3.45 – Représentation des forces exercées sur la surface d’un matériau pour le cas euclidien
(gauche) et le cas non euclidien (droite)

Lors de l’étude géométrique d’un phénomène ou d’un système, il est nécessaire de se
donner deux échelles de coupure (cut-offs) afin de borner l’analyse. Ces deux échelles sont
généralement limitées par l’expérimentateur ou par l’expérimentation elle-même (par la
technologie, voir le phénomène), ce qui permet de connaitre la gamme d’échelle que l’on
va étudier. Cependant, il est nécessaire de rappeler que ces échelles peuvent n’avoir aucune
réalité physique et mener à des résultats erronés, par exemple lorsque l’échelle de coupure
maximale n’est pas assimilée à l’échelle intégrale d’un phénomène. Dans le cas d’un phéno-
mène purement fractal à toute échelle, les échelles de coupure choisies sont sans impor-
tance, or, ce cas idéal n’existe que rarement. En effet, un comportement fractal n’est gé-
néralement vérifié que pour une certaine gamme d’échelle (lorsque celui-ci existe) et des
comportements de type fractal dissipatif émergent nécessitant des échelles de coupure bien
déterminées ou connues. Finalement, dans le cadre d’une composante économique, pour
les géométries fractales impliquant de nombreuses gammes d’échelle, il est utile de définir
des gammes d’échelle plus importantes à étudier que d’autres et ainsi fixer des échelles de
coupure à imposer.

Le plus souvent en mécanique, on parle d’échelle de référence afin d’éviter le problème
des échelles de coupure. Ainsi, dans Carpinteri [1994a], une échelle de référence égale à
l’unité est utilisée, et une échelle b correspondant à un ratio avec l’échelle unité de réfé-
rence permet de calculer une résistance mécanique invariante d’échelle. Le problème de
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FIGURE 3.46 – Géométrie similaire où b est
un ratio de similitude géométrique [Carpinteri,
1994a]

FIGURE 3.47 – Variation de la résistance méca-
nique (en kilogramme-force par cm2) et éner-
gie de rupture (en kilogramme-force par cm) en
fonction de l’échelle b (en cm)
[Carpinteri, 1994a]

cette échelle de référence est l’absence de bornes physiques dans la description du phéno-
mène, mais aussi et surtout, les unités de l’échelle. Bien qu’ici l’auteur travaille avec des rap-
ports d’échelle, il est nécessaire de connaitre la taille de référence permettant d’établir une
gamme ou le comportement purement fractal est vérifié. Il est donc nécessaire de posséder
une connaissance importante sur les échelles du phénomène pour en tirer des lois d’échelle
pertinente ayant plus de poids du point de vue de la physique (voir figure 3.46, figure 3.47).

L’utilisation des géométries fractales dépendantes d’échelle et la bifurcation au fractal
pur, nous amène à repenser les échelles de coupure comme des bornes physiques réelles
(la turbulence est un des exemples qui renforce cette idée), où l’on distingue des régimes
euclidien et fractal. Cependant, dans certains cas où la gamme d’échelle est relativement
restreinte, la dépendance en échelle peut être assez faible pour que la déviation au compor-
tement fractal pur soit perceptible ce qui peut suffire à utiliser le fractal pur localement (d’où
l’attention aux échelles de coupure utilisées).

Fractalité et résistance mécanique

Dans le cas de l’application d’une contrainte sur un matériau, la force exercée s’applique
sur une section euclidienne. Dans l’hypothèse où cette section est fractale, lorsqu’on s’in-
téresse à diverses gammes d’échelle, la section efficace pourrait avoir une dimension non
entière typiquement comme un mouvement brownien (∆ = 1.5) ou encore comme un DLA
(∆≈ 1.7). Pour pouvoir étudier, la fractalité de cette section utile, il est nécessaire d’obtenir
des lois d’échelle des paramètres à étudier.

Les lois d’échelle avancées par Carpinteri [1994a], viennent de l’hypothèse de l’existence
d’une résistance mécanique invariante d’échelle σ∗

u . Par conséquent, en postulant une sur-
face d’application fractale, on obtient :

σ∗
u =

F1

12−dσ
=

F2

b2−dσ
(3.72)

Avec F1 et F2, les chargements maximums sur deux corps de tailles 1 et b, et dσ étant un
décrément de dimension par rapport à une surface euclidienne. On considère ensuite une
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résistance mécanique apparente dépendante d’échelle telle que :

σ(1)
u =

F1

12
σ(2)

u =
F2

b2
⇒σ(2)

u =σ(1)
u b−dσ (3.73)

En utilisant les équations précédentes, on obtient :

lnσu = lnσu(1)−dσ lnb (3.74)

La résistance mécanique indépendante d’échelle obtenue possède les dimensions phy-
siques d’une force par unité de longueur fractionnaire ce qui est peut-être gênant. Pour évi-
ter cet aléa, l’entropie d’échelle permet un cadre plus rigoureux. On va ainsi étudier ce que
l’on appelle la zone active du phénomène, ici considérée comme la surface potentiellement
fractale d’application de la force. Il est donc nécessaire d’effectuer une analyse en échelle
(pavage) de celle-ci. Pour chaque échelle i, le nombre de boules à l’échelle li varie comme
une loi de puissance caractéristique des géométries fractales :

N(li ) ∼ l
−∆ f

i lc 6 li 6 l0 (3.75)

Avec∆ f la dimension fractale, lc et l0, les échelles de coupure.

N(li )

N(l0)
=

(
li

l0

)−∆ f

(3.76)

La section utile devient en conséquence :

S(li ) = N(li )l 2
i =

(
li

l0

)−∆ f

l 2
i = l

∆ f

0 l
2−∆ f

i (3.77)

La contrainte s’appliquant sur la surface devient donc :

σ(li ) =
F(li )

S(li )
=

F(li )

l
∆ f

0 l
2−∆ f

i

σ(li+1) =
F(li+1)

l
∆ f

0 l
2−∆ f

i+1

(3.78)

On voit de fait que poser une contrainte indépendante d’échelle σ(li ) = σ(li+1) implique
nécessairement une force appliquée dépendante d’échelle (on adimensionne par l0 pour
obtenir des dimensions physiques entières, et l’on utilise le décrément de dimension dσ =
2−∆ f ) :

σ∗ = F(l0) =
F(li )(
li

l0

)−dσ
=

F(li+1)(
li+1

l0

)−dσ
(3.79)

L’équation obtenue ne donne donc pas une contrainte qui évolue en fonction de l’échelle
(puisque l’hypothèse précisément utilise l’indépendance en échelle) mais une force dépen-
dante d’échelle. Par symétrie, au vu de l’équation précédente obtenue, pour pouvoir consi-
dérer une contrainte dépendante d’échelle, il est nécessaire de faire l’hypothèse d’une force
indépendante de l’échelle.

Conservation de la force à travers les échelles

La contrainte varie en fonction de l’échelle car la surface d’application de la force varie
en fonction de l’échelle mais pas la force elle-même (Fi = Fi+1). Ceci mène à la conservation
de la force à travers les échelles, et se traduit par :

σ(li )l
2−∆ f

i =σ(li+1)l
2−∆ f

i+1 ⇒σ(li ) =σ(li+1)

(
li+1

li

)2−∆ f

(3.80)
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lnσ(li ) = lnσ(li+1)+ (2−∆ f ) ln

(
li+1

li

)
⇒ lnσ(li ) = lnσ(li+1)− (dσ) ln

(
li

li+1

)
(3.81)

L’expression obtenue est identique à celle de Carpinteri [1994a] en effet, la variation d’échelle
dans notre équation est portée par li et montre que la résistance mécanique diminue avec
l’échelle, en considérant une dimension fractale ∆ f (li ) =∆ f . L’utilisation de ce que l’on ap-
pelle l’entropie d’échelle permet une liberté des comportements géométriques et l’utilisa-
tion des échelles de coupure du phénomène, on l’utilise donc pour l’étude de la résistance
mécanique. L’entropie d’échelle est par définition associée à un rapport logarithmique d’une
quantité géométrique mesurée à deux échelles différentes, ainsi lorsqu’on applique l’entro-
pie d’échelle à la résistance mécanique, on l’applique en réalité au support géométrique de
la force associée à celle-ci :

R(li ) = ln

(
σ(li )

σ(l0)

)
= (∆ f −2)ln

(
li

l0

)
⇒ ln

(
S(l0)

S(li )

)
= (∆ f −2)l n

(
li

l0

)
(3.82)

Avec S(li ) la surface active à l’échelle li , c’est-à-dire la surface qui est contrainte par la force
exercée à l’échelle intégrale se transmettant à l’échelle li . R(li ) est l’entropie d’échelle, on
pourra aussi utiliser le terme "entopie" (du grec "dans le milieu" [Queiros-Condé et al., 2015b])
qui traduit bien le rapport entre la zone étudiée et la zone active d’un phénomène, ici, le rap-
port entre la surface étudiée à l’échelle li et la surface contrainte à l0.

Les résultats expérimentaux tirés de Carpinteri [1994a] sont présentés en figure 3.48.
On confirme dans ce cas que le comportement fractal parabolique avec une dimension eu-
clidienne à l’échelle intégrale ne parait pas adapté dans cette gamme d’échelle (invariant
β = 0.166). Ainsi, à l’échelle intégrale la dimension de la zone active n’est pas 2. Cependant, le
fractal pur semble concluant avec une dimension fractale∆ f = 1.8435, légèrement inférieure
à sa dimension topologique d=2. D’autre part, le fractal parabolique sans contrainte parait
tout aussi adapté, mais requiert une dimension à l’échelle crête plus élevée qu’à grande
échelle. Finalement, on peut s’interroger sur les échelles de coupure utilisées ou, pour une
gamme d’échelle plus vaste, un comportement fractal dépendant d’échelle pourrait appa-
raitre.

FIGURE 3.48 – Résultats expérimentaux de bé-
ton sollicités ayant quatre tailles différentes. Le
fractal apparait comme le cas le plus simple
de dimension ∆ f = 1.8435, les cas paraboliques
montrent aussi des comportements plausibles
avec ∆c = 1.6604, ∆0 = d = 2 et β = 0.166 pour
le parabolique euclidien (car on fait l’hypothèse
d’une dimension euclidienne à l’échelle inté-
grale) et ∆c = 1.8985, ∆0 = 1.8022 et β = −0.0471
dans le cas parabolique sans contrainte.

FIGURE 3.49 – On considèrera ici uniquement
des comportements fractals pour la contrainte
et la déformation vu le faible nombre de points
expérimentaux. Ces considérations permettent
ainsi d’évaluer une dimension de déformation
de∆′

f = 0.4554.
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L’énergie de déformation

De manière analogue à la résistance mécanique, l’énergie de rupture est considérée frac-
tale avec cette fois-ci non plus un décrément, mais un incrément de dimension :

lnEu = lnEu(1)+dE lnb (3.83)

L’énergie requise pour déformer un matériau peut se mettre sous une forme analogue
à celle obtenue pour la résistance mécanique (en considérant la conservation de la force à
travers les échelles) :

E(li ) =
1

2
F(li )DL(li ) =

1

2
F(li )N(li )li ⇒ lnE(li ) = lnE(li+1)+ (1−∆′

f ) ln

(
li

li+1

)
(3.84)

Il est bien sûr nécessaire de différencier les dimensions fractales des deux cas précédents,
elles ne sont pas identiques, ∆ f 6= ∆′

f car le support géométrique contraignant la surface
n’est pas nécessairement le même que le support géométrique de déformation du matériau.
L’entropie d’échelle calculée sur la base de l’énergie de déformation s’écrit alors :

G(li ) = ln

(
E(l0)

E(li )

)
= ln

(
DL(l0)

DL(li )

)
= (∆′

f −1)ln

(
li

l0

)
(3.85)

Dans le cas de Carpinteri [1994a], c’est l’énergie de rupture rapportée à la section utile
du matériau qui intéresse. En utilisant la force conservée à travers les échelles, on peut dans
notre cas lier contrainte et énergie pour obtenir une énergie surfacique :

σi Si =
Ei

Li
⇒σi Li =

Ei

Si
⇒σi N(li )′li =

Ei

N(li )l 2
i

=Φi σi+1N(li+1)′li+1 =Φi+1 (3.86)

Les différents nombres de boules proviennent simplement d’un support géométrique
différent et donc d’une dimension différente. Pour simplifier les calculs, on considère que
les échelles intégrales des deux phénomènes sont égales, ce qui reste admissible pour des
fractals purs. Dans le cas où elles seraient différentes, il est obligatoire de séparer les diffé-
rents phénomènes. Les lois d’échelle établies précédemment nous permettent d’obtenir en
considérant les deux supports purement fractals pour simplifier 6 :

Φi

Φi+1
=

(
li

li+1

)(∆ f −2)+(1−∆′
f )

⇒ ln

(
Φi

Φ0

)
= (∆ f −1−∆′

f ) ln

(
li

l0

)
(3.88)

En conservant la dimension fractale précédente pour la contrainte de ∆ f = 1.8435 on
obtient∆′

f = 0.4554 pour l’énergie de déformation à la rupture (voir figure 3.49).
Maintenant, si l’on considère que l’énergie dissipée dans le volume du matériau pro-

vient uniquement de l’énergie de déformation mécanique (et en considérant des échelles
intégrales identiques pour simplifier), un lien entre supports géométriques existe. L’énergie
dissipée par unité de masse s’écrit simplement (à masse volumique constante à travers les
échelles) :

Ed(li )

ρVi
=

Ed(li+1)

ρVi+1
⇒ Ed(l0)

Ed(li )
=

(
li

l0

)∆d−3 (
li

l0

)∆d−3−∆′
f +1

= 1 ⇒∆d −∆′ f = 2 (3.89)

6. Si l’on considère des comportements se basant sur des fractals de types paraboliques, (conservant l’hy-
pothèse d’échelles intégrales identiques) on obtiendrait :

ln

(
Φi

Φ0

)
= (∆0 −1−∆′

0)x + (βR −βG)

2
x2 (3.87)

Avec∆0 et βR (resp.∆′
0 et βG), la dimension à l’échelle intégrale et l’invariant parabolique de la contrainte (resp.

déformation). Si le fractal parabolique ne suffit plus, on pourra utiliser un fractal dissipatif de type modal ou
global.
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Note sur les groupes de renormalisations de Carpinteri [1994b]

Les lois d’échelle déduites précédemment partent d’une clarification faite par l’entropie
d’échelle qui était nécessaire. Une alternative a été utilisée par Carpinteri [1994b] à travers
l’exploitation de ce que l’on appelle les groupes de renormalisations. Pour ce faire, une force,
et une énergie de déformation à la rupture sont postulées comme constantes à travers les
échelles (les indices 1 représentant les grandes échelles et ∞ les plus petites).

F =σ1A1 =σ2A2 =σn−1An−1 =σ∞A∞ W =φ1A1 =φ2A2 =φn−1An−1 =φ∞A∞ (3.90)

Cependant, dans le cadre de la conservation de la force à travers les échelles, si l’on consi-
dère une énergie de déformation à la rupture indépendante de l’échelle, celle-ci implique
irrémédiablement une déformation euclidienne :

E(li )

E(l0)
=

F(li )

F(l0)

DL(li )

DL(l0)
⇒ DL(li ) = DL(l0) (3.91)

Et implique une énergie rapportée à la surface, uniquement dépendante de la dimension
liée à la contrainte.

3.4.2 Multifractal Scaling Law et dépendance en échelle

Lien entre Multifractal Scaling Law et entropie d’échelle

Les phénomènes mécaniques étant complexes favorisant comportement chaotique et
apparition de loi de puissance, leur littérature abonde permettant de les étudier de façon
plus ou moins approfondie et générale. Il apparait ainsi lorsque plus de gammes d’échelle
sont prises en compte, que le comportement fractal pur ne suffit plus et que la dépendance
en échelle soit nécessaire pour caractériser le matériau. Pour répondre à cette dépendance
en échelle, la Size effect law et la Multi Fractal Scaling Law (qui n’a de multifractal que son
nom, aucun spectre de singularité n’intervient [Bažant et Yavari, 2005, 2007]) ont été mises
en avant pour la caractérisation des matériaux [Bažant, 1995, Carpinteri et al., 2007]. La pre-
mière est basée sur des critères énergétiques de fissuration [Bažant, 1984, 1993, 1999], la
deuxième se base quant à elle uniquement sur la géométrie [Carpinteri et Chiaia, 1995, 1997,
Carpinteri et al., 1995]. Nous allons dans notre cas nous orienter sur la deuxième afin de la
comparer à l’utilisation de l’entropie d’échelle.

La MFSL est une loi d’échelle inspirée de la relativité d’échelle de Nottale [2010] qui fait
intervenir un changement de régime de la dimension en fonction de l’échelle. La contrainte
est donnée par une équation de la forme :

σ = ac +
bc

tc

1/2

(3.92)

σ : Résistance mécanique

tc : Taille caractéristique

ac ,bc : Constantes

Ce postulat est dans la majorité des cas plus fidèle à l’expérience qu’une loi fractale
simple paraissant être une confirmation que la rupture d’un matériau est soumise à la re-
lativité d’échelle. La MFSL donne ainsi contrainte et énergie de rupture :

σ(b) = ft

[
1+ lch

b

]1/2

φ(b) =φ f

[
1+ lch

b

]1/2

(3.93)

Dans le cadre des géométries dépendantes d’échelle, les fractals dissipatifs utilisant l’en-
tropie d’échelle permettent des transitions de dimensions à travers les échelles. On va donc
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comparer dans un premier temps la loi précédente postulée par la MFSL pour la contrainte,
à l’entropie d’échelle (rapport logarithmique de la contrainte en fonction des échelles li et
l0) :

σi

σ0
=


li + lch

li

l0 + lch

l0


1/2

⇒ ln

(
σi

σ0

)
=

1

2

(
ln

(
li + lch

l0 + lch

)
+ l n

(
l0

li

))
(3.94)

lch étant un paramètre de la MFSL, échelle caractéristique où à lieu la bifurcation du régime
fractal au régime euclidien. Cette échelle est toujours inférieure à l0, de telle sorte que l’on
puisse considérer l0 >> lch et ainsi écrire :

ln

(
σi

σ0

)
=

1

2

(
ln

(
l + lch

l0

)
+ l n

(
l0

l

))
(3.95)

On peut ainsi distinguer trois régimes en fonction de l’échelle étudiée (en considérant
dans un deuxième temps l0 = κ?lch) :

— li >> lch :

ln

(
σi

σ0

)
= 0 ln

(
σi

σ0

)
=

1

2
ln

(
κ?

κ?+1

[
1+ lch

li

])
→ 0 (3.96)

— li ≈ lch :

ln

(
σi

σ0

)
=

1

2
ln(lch) ln

(
σi

σ0

)
=

1

2
ln

(
2κ?

κ?+1

)
(3.97)

— li << lch :

ln

(
σi

σ0

)
=

1

2
ln

(
lch

li

)
ln

(
σi

σ0

)
=

1

2
ln

(
κ?lch

(κ?+1)li

)
(3.98)

Ainsi, l’échelle lch agit comme une échelle perturbatrice (perturbant la symétrie), au-dessus
de laquelle la contrainte devient constante euclidienne et en dessous de laquelle la contrainte
devient fractale. Cette loi d’échelle en la comparant à l’entropie d’échelle, force une codi-
mension∆−d = −1/2, cependant la différence majeure réside dans le fait qu’il apparait une
constante non nulle.

Entropie d’échelle et biais expérimentaux

Pour simplifier l’écriture, on pourra écrire dans les développements postérieurs :

∆[0,0] =∆0 ∆[i ,0] =∆i ∆[c,0] =∆c (3.99)

Le cas le plus simple auquel nous puissions comparer la MFSL est un fractal parabolique.
Dans ce cas, on a une équipartition de la production d’entropie d’échelle s’exprimant par un
nombre de boules égal à :

N[i ,0] =

(
li

l0

)−(
∆0 +∆i

2

)
= N(li ) (3.100)

Ce qui permet de décrire l’évolution de la contrainte :

σ(li ) =σ(l0)

(
l0

li

)2−
(
∆0 +∆i

2

)
β =

∆c −∆0

ln

(
lc

l0

) (3.101)
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FIGURE 3.50 – Résultats expérimentaux dont le comportement présente une loi d’échelle

Les expériences menées dans Carpinteri et al. [1995] montrent une dispersion des résul-
tats de traction (ou d’énergie de rupture) pour les mêmes conditions d’essais. De plus, les
propriétés géométriques et la section sur laquelle s’applique la force est inhomogène dans
l’espace ce qui peut amener à des résultats de dimension peu fiables.

Néanmoins, pour les expériences suivantes il est possible de déterminer des dimensions
fractales plausibles. Les résultats obtenus pour des contraintes appliquées sur un cylindre de
béton en compression sont présentés en figure 3.50. Dans un premier temps, une régression

linéaire correspondant au fractal simple est utilisée donnant une dimension ∆
f i t
f = 0.305.

On peut d’autre part se baser sur les valeurs de dimensions mesurées à grande échelle (à
partir de dS/dX =∆i −d), donnant ainsi à partir des grandes échelles une dimension pour
un comportement fractal pur ∆ f = 0.237. Pour le comportement parabolique, il est néces-
saire d’estimer les dimensions aux échelles de coupure afin de déterminer laquelle est la plus
fiable. On trouve ainsi ∆0 = 0.237 et ∆c = 1.192 ce qui nous permet d’utiliser en supposant
un fractal parabolique :

R(li ) =
1

2

(
∆c −∆0

xc

)
x2 + (∆0 −d) x (3.102)

R étant l’entropie d’échelle, x l’échelle logarithmique et d la dimension topologique de 2.
Cependant, on obtient un invariant βexp = −0.346 assez loin des points expérimentaux. Pour
contraindre, le comportement parabolique, on utilise le lien entre dimension et échelles :

∆c = 2∗ (R(lc )/xc )+d − (∆0/2) ∆0 = 2∗ (R(lc )/xc )+d − (∆c /2) (3.103)

Ainsi, dans le cas de la mesure à l’échelle intégrale, il en découle : ∆c = 0.659 (le support
fractal augmente à travers les échelles) qui est proche de l’expérience et implique un β =
−0.15304 (pour la mesure à l’échelle crête, une dimension fractale négative est obtenue (∆0 =
−0.296) ce qui est impossible).

Ces résultats restent approximatifs du fait de la dispersion expérimentale, mais des di-
mensions fractales émergent pour le cas fractal pur et le cas fractal parabolique (très proches).
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L’explication de cette dimension fractale à l’échelle intégrale (et l’augmentation de dimen-
sion à l’échelle crête) est que la force s’applique sur une partie réduite du cylindre, constante,
quel que soit le diamètre du cylindre. On peut de façon analogue, continuer par la véri-
fication de comportement fractal parabolique dans des cas de fléchissements à partir des
résultats de Carpinteri et Chiaia [1997]. Les dimensions fractales obtenues par régression

donnent∆ f i t
f = 1.5349 dans le premier cas (figure 3.51) et∆ f i t

f = 1.6887 dans le deuxième (fi-

gure 3.52). Les résultats semblent de meilleures qualités d’autant plus qu’ils semblent plus
en phase avec l’idée d’un comportement parabolique. En effet, on constate dans les deux
cas que les pentes locales aux échelles de coupure respectent l’équation contraignant les di-
mensions (équation 3.103). On obtient ainsi pour le premier cas, un invariant parabolique
β = −0.1429 donnant ∆0 = 1.4578 et ∆c = 1.6518 et pour le deuxième cas, β = −0.2146 avec
∆0 = 1.5701 et∆c = 1.8667.

FIGURE 3.51 – Première série de tests de flexion
tirés de Carpinteri et Chiaia [1997], Perdikaris et
Romeo [1992] montrant un comportement para-
bolique

FIGURE 3.52 – Seconde série de tests de flexion
tirés de Carpinteri et Chiaia [1997], Perdikaris et
Romeo [1992] montrant un comportement para-
bolique

À partir de ces résultats, on peut obtenir des résultats pour les énergies surfaciques de flé-
chissements (figure 3.53 et figure 3.54) dans les cas parabolique et fractal pur (sans compor-
tement intermédiaire, c’est-à-dire, qu’un comportement fractal de la contrainte implique
nécessairement un comportement fractal pour l’énergie de rupture surfacique et idem pour
le comportement parabolique). Dans le premier cas, on obtient∆c G = 0.1616 et∆0G = 0.5139

pour la dimension associée à l’énergie, avec un invariant βR = −0.2517 (∆ f i t
f = 0.3075 pour

le comportement fractal) et dans le deuxième cas, on a ∆c G = 0.0505 et ∆0G = 0.741 avec un

βR = −0.4968 (∆ f i t
f = 0.2272 pour le comportement fractal).

Ces résultats sont basés sur l’équation 3.87 et sur l’échelle crête du phénomène (hypo-
thèse) de telle sorte que :

∆c G = 2

 (∆0R −1)xc +
βR

2
x2

c −Φc

xc

−∆0G βG =
∆c G −∆0G

xc
(3.104)

Les indices G étant liés à l’énergie de rupture, les indices R à la résistance mécanique, et Φc

étant l’entropie d’échelle pour l’énergie surfacique en xc .
Les résultats précédents montrent dans une moindre mesure que les caractéristiques

mécaniques d’un matériau sont dépendantes d’échelle. Dans un premier temps, la géomé-
trie fractale semble suffisante mais sur des gammes d’échelle élargies, un fractal parabolique
semble plus adapté.

L’étude des phénomènes dans l’espace des échelles semble ainsi légitime. On observe
d’ailleurs des comportements dépendants d’échelle plus marqués que les précédents (sem-
blant même inévitables) dans l’analyse de faciès de rupture et de surface fracturées.
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FIGURE 3.53 – Première série de tests de flexion
tirés de Carpinteri et Chiaia [1997], Perdikaris et
Romeo [1992] montrant un comportement para-
bolique pour l’énergie surfacique de rupture

FIGURE 3.54 – Deuxième série de tests de flexion
tirés de Carpinteri et Chiaia [1997], Perdikaris et
Romeo [1992] montrant un comportement para-
bolique pour l’énergie surfacique de rupture

3.4.3 Analyse de faciès de rupture

Dans un contexte d’étude de la rupture, Mandelbrot et al. [1984], développa des mé-
thodes permettant de trouver la dimension fractale d’un faciès de rupture, mais certaines
méthodes de détermination n’ont pas la capacité de produire des estimations fiables [Bige-
relle et Iost, 2004, Charkaluk et al., 1998, Cox et Wang, 1993, Imre, 1992, Mazurek et Oszutowska-
Mazurek, 2014, Meisel, 1991, Secrieru, 2009]. Pour palier à ces problématiques, l’auto-affinité
et la multifractalité ont été utilisées [Bouchaud et al., 1990, Mandelbrot, 2006, Stach et Cybo,
2003, Stach et al., 2001, Xie et Wang, 1999, Xie et al., 1998, Yavari et al., 2002], cependant,
l’utilisation de l’équation de diffusion de l’entropie d’échelle parait suffisante.

La limite du fractal dans la longueur de rupture

L’entropie d’échelle prend en compte la déviation au comportement linéaire, mais ce
comportement (bien que récurrent) est à l’origine d’une gêne de certains chercheurs :

"In each case, a line, roughly straight is obtained. On closer inspection it is found that
there is in fact a systematic departure from linearity, and the points can be seen to on an arc
of a circle... One can also fit data to parabolic forms... The curvature is continuous and hence
cannot be dismissed as "noise"." ... " The relation between log(length) and log(scale) is not
linear as it would be expected if the section profile examined were self similar with regard to
scale..."

"Measurements using a range of scales which exceed both of these limits should give a
curve which is sigmoidal. That is to say one for which (d ln L/d lnE) + 0 at both extremes in
log (scale). An examination of the present data (Figs 2 and 3) shows that the range of scales
employed has not exceeded the upper limit. It would seem however that this is not so at lo-
wer limit and it is tempting to adduce the observed deviation from linearity at small scale
to this cause. It should be noted that a systematic departure from linearity has been noted
previously by Coster and Chermant , and by Underwood and Banerji. Manderlbrot et al. has
dismissed these departures from linearity as “noise” and of no consequence. We disagree
with this interpretation since our own results show these systematic deviations in a majo-
rity of fractured specimens. As stated above there is a underlying cause, which needs careful
consideration and which challenges the naive notion of self-similarity in fractured surfaces.
The fact is, that a single parameter D, is insufficient to characterize the curves shown in Figs
2 and 3."

Dans ces deux passages de Pande et al. [1987], la notion de fractal dépendant d’échelle est
introduite. D’une part, par une déviation au fractal pur observé qui semblait être considéré
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comme bruit aux yeux de Mandelbrot. Et d’autre part, par la notion de sigmoïde où il existe-
rait deux échelles de coupure euclidiennes. C’est précisément dans ce but que l’équation de
diffusion d’entropie d’échelle existe et justifie l’existence de lois d’échelle non plus néces-
sairement fractales strictes, mais dépendantes d’échelle. Nous utiliserons par conséquent,
un fractal parabolique pour étudier la longueur d’un faciès de rupture impliquant une varia-
tion de la dimension fractale, de fractionnaire à grande échelle à euclidienne à petite échelle
(exemple de représentation en figure 3.55).

FIGURE 3.55 – Représentation de la déviation au fractal pur d’une surface fracturée

Dans le cadre de l’équation de diffusion d’entropie d’échelle, on introduit une entropie
d’échelle (s) associée à la rugosité linéaire de la surface fracturée et un comportement para-
bolique à travers les échelles :

s = ln

(
L0

Li

)
s =

β

2
x2 + (∆0 −1)x (3.105)

Ce qui donne une évolution linéaire de la dimension :

d s

d x
=∆i −1 = βx + (∆0 −1) (3.106)

Pour obtenir β, une régression sur l’analyse en échelle peut être utilisée mais ceci peut
mener à des résultats impossibles du point de vue de la dimension. De fait, il est souvent
nécessaire d’utiliser des hypothèses ou contraintes physiques afin de pouvoir déterminer
correctement les propriétés physiques étudiées. Notre hypothèse s’oriente, dans le cadre de
l’étude de la longueur de fissure, sur une rugosité apparaissant à grande échelle ∆0 > d et
s’atténuant à mesure que l’on s’approche des petites échelles∆c = d = 1 à lc . Cette hypothèse
permet de simplifier fortement l’estimation de l’invariant β.

Les méthodes expérimentales pour estimer la dimension fractale comme la méthode
aire-périmètre peuvent être biaisées, on utilise donc les résultats de Pande et al. [1987] uti-
lisant la méthode de section verticale permettant d’estimer une mesure de la longueur d’un
profil de rupture. Les spécimens étudiés sont des alliages de titane avec différentes concen-
trations de zirconium : Zr = 0%, Zr = 2% and Zr = 5%.

À partir de l’hypothèse de rupture lisse à petite échelle (dimension euclidienne), on peut
estimer la dimension à l’échelle intégrale et l’invariant d’échelle β :

∆0 = 2

(
sc

xc
+1−∆c

2

)
β =

∆c −∆0

xc
(3.107)
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Les résultats semblent être de bonne qualité pour Zr = 0% et Zr = 2% mais pour Zr = 5%,
l’hypothèse doit être affinée. En effet, il semble que la gamme d’échelle de mesure soit petite
et que l’hypothèse d’une rupture lisse à petite échelle soit trop contraignante. L’échelle crête
lc dans le cas de Zr = 5% semble imposée par l’expérimentateur et non liée au phénomène
alors que pour les deux autres cas cette échelle apparait naturellement avec une saturation
de l’entropie d’échelle. Deux possibilités apparaissent : la première consiste à estimer la di-
mension locale à l’échelle crête lc basée sur l’expérience (correspondant à une régression
linéaire sur quelques points autour de l’échelle lc ) :

∆
exp
c = 1.0432 ⇒ βexp =

∆
exp
c −∆0

xexp
c

(3.108)

L’autre possibilité est de considérer la fracture des spécimens comme un phénomène fractal
parabolique où l’invariant β serait conservé (en effet, les deux premiers β sont très proches).
Par conséquent, on peut émettre l’hypothèse suivante :

βth =
βZr =0% +βZr =2%

2
(3.109)

Ce qui donne :

∆th
c =

βth xc

2
+ sc

xc
+1 ∆th

0 =∆th
c −βth xc (3.110)

Les résultats sont présentés sur la figure 3.56 où le comportement parabolique semble
satisfaisant. Le dernier cas (Zr = 5%) nécessite une étude plus approfondie du phénomène
où nous traduisons le comportement comme une échelle trop petite, ou une invariance
d’échelle liée au phénomène de fracture. Il est pratique d’ajouter que les deux visions peuvent
être superposées puisqu’elles produisent des résultats similaires (∆exp

c = 1.0432,∆exp
0 = 1.1773

pour la première méthode et∆th
c = 1.0491,∆th

0 = 1.1714 pour la deuxième).

FIGURE 3.56 – Modèle fractal parabolique pour la fracture d’alliages de titane

D’autres tests complémentaires peuvent être analysés en utilisant la fractalité parabo-
lique pour un phénomène partiel. Plusieurs profils fracturés ont été obtenus sur le même
spécimen et pour éviter la dispersion nous rassemblons les données dans un seul compor-
tement moyen. Une méthode de Levenberg-Marquardt ou de région de confiance est utilisée
pour obtenir β et∆0 à travers la minimisation conjointe des équations (voir figure 3.57) :

min
[
s − (β/2)x2 + (∆0 −1)x

]2
min

[
d s/d x −βx2 + (∆0 −1)

]2
(3.111)

Pour ce qui est des mesures présentées dans la figure 3.58, on observe encore une fois
que le Zr = 2% semble être suffisamment caractérisé dans l’espace d’échelle alors que le Zr
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FIGURE 3.57 – Rugosité linéaire en fonction de l’échelle pour le Ti-6Al-2Nb-1Ta-0.9Mo et comporte-
ment parabolique obtenu par minimisation de l’entropie d’échelle et flux d’entropie d’échelle

= 5% pose le problème d’une gamme d’échelle insuffisante. Cette fois, c’est l’échelle inté-
grale l0 qui semble être restreinte par l’expérimentateur. Malgré la tendance parabolique,
une constante indiquant une mauvaise évaluation de l’échelle intégrale est nécessaire pour
corriger le modèle parabolique.

FIGURE 3.58 – Comportement parabolique du Ti-6Al-2V-xZr (Zr=2% gauche (β = 0.0506) et Zr=5%
droite (β = 0.0353) )

Le comportement parabolique dans l’espace d’échelle semble convaincant (même avec
l’existence de dispersion expérimentale) en utilisant l’hypothèse de simplification ou en uti-
lisant une mesure locale de dimension ∆c (le choix des petites échelles est naturel puisque
nous observons moins de dispersion). Cependant, il est important de souligner que l’esti-
mation du profil fracturé est basée sur une section verticale arbitraire. Par conséquent, une
dispersion statistique au niveau des mesures existe lorsqu’on utilise différentes sections ver-
ticales pour estimer la rugosité linéaire. Pour résoudre ce problème sans faire la moyenne
sur de nombreux profils, on peut utiliser une rugosité de surface.

On peut par conséquent convertir la rugosité linéaire (Λi ) obtenue expérimentalement
par Pande et al. [1987] sur un matériau fracturé en une rugosité surfacique (Γi ) en utilisant
la formule de Coster et Chermant [1985] :

Λi =
Li

L0
Γi =

√
2Λ2

i −1 =
Si

S0
(3.112)

Une entropie d’échelle basée sur la surface de rupture est introduite :

s? = ln

(
S0

Si

)
s? =

β?

2
x2 + (∆?0 −2)x (3.113)

Page 144 Patrick Ribeiro



3.4 Géométrie fractale et entropie d’échelle en mécanique des solides

Les résultats sont présentés en figure 3.59 et figure 3.61 où l’hypothèse ∆?c = 2 a été uti-
lisée (aucune autre correction n’est nécessaire). Et de même, une méthode de Levenberg-
Marquardt ou de région de confiance est utilisée pour obtenir β? et∆?0 (voir figure 3.60).

FIGURE 3.59 – Modèle fractal parabolique pour la rugosité surfacique d’alliages de titane

FIGURE 3.60 – Rugosité surfacique en fonction de l’échelle pour le Ti-6Al-2Nb-1Ta-0.9Mo et compor-
tement parabolique obtenu par minimisation de l’entropie d’échelle et flux d’entropie d’échelle

FIGURE 3.61 – Comportement parabolique du Ti-6Al-2V-xZr (Zr=2% gauche (β = 0.097) et Zr=5%
droite (β = 0.068))

Le comportement fractal parabolique des surfaces fracturées est observé dans ces cas.
En outre, on peut déduire l’influence de la concentration de zirconium sur la rugosité des
surfaces fracturées, et plus précisément la dépendance des propriétés d’échelle (à travers β
ou l0) sur la caractéristique du phénomène.

De façon générale, on observe ici la présence de comportements fractals paraboliques,
néanmoins, il est nécessaire d’être prudent sur l’estimation des dimensions aux échelles de
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coupure. Pour ce faire, des corrections peuvent être utilisées pour éviter les dispersions et
erreurs expérimentales dues aux gammes d’échelle de l’étude.

Du parabolique au cubique : Longueur de rupture dépendante de la température

La non-linéarité a été décelée par d’autres chercheurs travaillant dans l’analyse des faciès
de rupture. En effet, Banerji et Underwood [1984], Underwood et Banerji [1986] proposèrent
des modèles orientés sur une sigmoïde et non plus une simple pente associée à un compor-
tement fractal pur :

lnln

[
RL(li → 0)−1

RL(li )−1

]
= ln

( α
2.3

)
±β ln(li ) (3.114)

La quantité classiquement analysée dans l’analyse des faciès de rupture étant ce que l’on
appelle la rugosité, définie comme :

RL(li ) =
L0

L′︸︷︷︸
cste

l−(D−1)
i (3.115)

Avec :

RL =
LTr ue

L′ (3.116)

li : Échelle

L0 : Longueur mesurée à l’échelle intégrale

RL : Rugosité

LTr ue : Longueur mesurée à l’échelle li

L′ : Longueur projetée du profil de rupture

On peut observer automatiquement que le rapport de rugosité entre deux échelles, L′

étant constant, permet de retrouver simplement une entropie d’échelle. On va montrer ici
toute l’étendue possible de l’entropie d’échelle, à commencer simplement par le cas le plus
simple, le mode 0 fractal, puis le mode 1. On va ainsi dans un premier temps mesurer la
dimension locale à l’échelle de coupure minimale, puis calculer la dimension à l’échelle in-
tégrale correspondante et l’invariant parabolique dans ces deux cas.

— Cas parabolique (mode 0(c)) :

Sc −Sc−1

xc −xc−1
+d =∆c ∆0 = 2

[(
Sc

xc

)
+d −

(
∆c

2

)]
β =

∆c −∆0

xc
S(x) =

(
β

2

)
x2 + (∆0 −d) x

(3.117)

— Cas cubique (mode 1) :

∆0 =
3

2

[(
Sc

xc

)
+d −

(
∆c

3

)]
α = 2

(
∆c −∆0

x2
c

)
S(x) =

(α
6

)
x3 + (∆0 −d) x (3.118)

Les résultats obtenus en figure 3.62 montrent un gain en précision du mode 1 sur le
mode 0, cependant, on conserve une incapacité à s’approcher de l’expérience aux grandes
échelles.

Pour pouvoir approximer correctement les données expérimentales, on remarque la né-
cessité d’avoir un point d’inflexion, ce qui est possible le plus simplement en utilisant un
puits d’entropie d’échelle global d’ordre 1. Le problème en présence ici est la détermination
des différents coefficients intervenants au niveau de l’entropie d’échelle associée à un puits

Page 146 Patrick Ribeiro



3.4 Géométrie fractale et entropie d’échelle en mécanique des solides

FIGURE 3.62 – Modes 0 et 1 pour la détermination de la longueur de fissure de l’acier 4340 de gauche
à droite T = 200◦C, T = 300◦C et T = 400◦C (haut) et T = 500◦C, T = 600◦C et T = 700◦C (bas)

d’entropie d’échelle global d’ordre 1. On utilise à cet effet une minimisation de type moindre
carré non linéaire :

S(x) =
(α

6

)
x3 +

(
β

2

)
x2 + (∆0 −d) x ⇒ min

∑
i

(
Si − f (xi ,κc )

)
(3.119)

Où Si représente les mesures expérimentales et f (xi ,κc ) représente la fonction analytique
S(x). On cherche les κc coefficients minimisant la différence entre expérience et modèle.

Les phénomènes mécaniques étant très dispersés, il est possible de considérer ∆0 −d
comme l’un des paramètres à estimer dans la minimisation. Il est nécessaire de préciser que
les moindres carrés non linéaires basés sur l’algorithme de région de confiance permettent
l’obtention de minimums locaux suivant les points d’initialisation, on randomise les para-
mètres initiaux, puis on cherche les minimums locaux donnant une dimension à l’échelle
crête nécessairement supérieure à d = 1. Les résultats obtenus (voir figure 3.63) donnent des
résultats bien supérieurs aux résultats précédents apportés par les modes simples, sachant
que l’on illustre les résultats où ∆c est maximale et minimale. Il apparait ainsi que lors de
l’optimisation le cas où la dimension à l’échelle crête est minimale (le plus proche de d = 1)
est l’optimum véritable (nous donne à priori un minimum global, le meilleur de tous les
minimums locaux), ce qui conforte l’idée de l’hypothèse∆c = d .

Les résultats obtenus sont satisfaisants, néanmoins, on peut chercher à vérifier l’hypo-
thèse du comportement de type sigmoïde soulevé précédemment. Ce comportement est
tout à fait possible du point de vue de la diffusion d’entropie d’échelle puisque le puits d’en-
tropie d’échelle peut prendre toutes les formes possibles, les plus intéressantes (en dehors
des formes étudiées précédemment) étant les fonctions hyperboliques et exponentielles. Par
conséquent, on va considérer une entropie d’échelle de type sigmoïde où l’on cherche deux
coefficients soumis aux contraintes de dimensions aux échelles de coupure :

S(x) =
1

B+C ex
− 1

B+C
∆c −d =

−C exc

(B+C exc )2 ∆0 −d =
−C

(B+C)2 (3.120)
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FIGURE 3.63 – Puits d’entropie d’échelle global d’ordre 1 pour la détermination de la longueur de
fissure de l’acier 4340 de gauche à droite T = 200◦C, T = 300◦C et T = 400◦C (haut) et T = 500◦C, T =
600◦C et T = 700◦C (bas)

Les résultats obtenus (figure 3.64) semblent en accord avec les résultats expérimentaux 7.
Afin de différencier les résultats obtenus avec le puits d’entropie d’échelle global et le

puits d’entropie d’échelle de type sigmoïde, on observe l’évolution de la dimension à tra-
vers l’espace des échelles. Cependant, les deux formes semblent avoir des comportements
admissibles (figure 3.65). On voit ainsi toute la difficulté dans le choix du puits d’entropie
d’échelle adapté aux résultats, tout en sachant que les erreurs de mesures liées à l’expérience
influencent les modèles utilisés (notamment par l’utilisation de la dérivation pour obtenir la
dimension locale qui augmente l’erreur).

Dans le cas présent où les deux résultats semblent cohérents, on choisit la forme la plus
simple, à savoir, le puits d’entropie d’échelle global d’ordre 1. De plus, il possède la possi-
bilité de contraindre plus facilement les dimensions locales. En effet, dans le cas du com-
portement de type sigmoïde, si l’on souhaite utiliser l’hypothèse d’un retour à la dimension
euclidienne à l’échelle crête (∆c −d = 0), il est nécessaire de rajouter un terme linéaire dans
l’expression de l’entropie d’échelle 8. On pourra ajouter le fait que le modèle global 1 est aussi
plus simple à contraindre pour obtenir une dimension strictement monotone dans l’espace
des échelles.

7. On peut légèrement améliorer la précision en utilisant plus de coefficients donnant une entropie
d’échelle :

S(x) =
A

B+C ex − A

B+C
∆c −d =

−AC exc

(B+C exc )2 ∆0 −d =
−AC

(B+C)2 (3.121)

8. Le terme linéaire ajouter au modèle de type sigmoide permet d’obtenir un retour à la dimension eucli-
dienne en xc :

S(x) =
A

B+C ex − A

B+C
+ AC exc

(B+C exc )2 x ∆0 −d =
−AC

(B+C)2 + AC exc

(B+C exc )2 (3.122)
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FIGURE 3.64 – Puits d’entropie d’échelle de type sigmoïde pour la détermination de la longueur de
fissure de l’acier 4340 de gauche à droite T = 200◦C, T = 300◦C et T = 400◦C (haut) et T = 500◦C, T =
600◦C et T = 700◦C (bas)

FIGURE 3.65 – Variations de la dimension à travers les échelles (pour T = 200◦C) et les différents mo-
dèles utilisant l’entropie d’échelle

Les résultats obtenus jusqu’ici montrent l’existence de comportements fractals dissi-
patifs. D’autres phénomènes mécaniques font intervenir cette diversité de comportement,
comme la fragmentation qui sera étudiée ci-après.
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3.4.4 Fragmentation mécanique

La fragmentation est un phénomène complexe composé de trois composantes super-
posées, une composante de cisaillement, une composante d’impact et une composante de
compression. Pour décrire la complexité des phénomènes, on utilise très souvent la géomé-
trie fractale, ainsi, Turcotte [1989] a obtenu des résultats en accord avec son modèle de frag-
mentation fractale. L’idée simple était de se placer dans un cube en considérant des défauts
de forme cubique suivant une loi polynomiale récursive pour chaque échelle, la fragmenta-
tion à l’échelle macroscopique étant la conséquence d’une accumulation de rupture à plus
petite échelle. Une extension à la géologie [Allègre et al., 1982, Davy et al., 1990, Turcotte,
1997], et à la fragmentation de coques [Hernández et Herrmann, 1995, Herrmann et al., 2006,
Kun et Herrmann, 1996, Wittel et al., 2004] a été menée montrant l’apparition de fractalité.
D’autres schémas récursifs ont aussi été explorés donnant des résultats complémentaires
par Steacy et Sammis [1991].

Le modèle fractal pur pour la distribution des fragments

À partir de la méthode de maximisation d’entropie [Englman et al., 1988], un test de frag-
mentation peut être considéré comme un phénomène créant une distribution de particules
respectant une loi de probabilité en puissance (que l’on appelle loi de Pareto, utilisée à l’ori-
gine pour la répartition des revenus). On écrit la probabilité de rencontrer un fragment de
taille inférieure à r tel que :

P(< r ) = 1−
(rmi n

r

)∆
(3.123)

Avec pour rmi n << rmax :

P(< rmi n) = 0 P(< rmax) = 1 (3.124)

La densité de probabilité associée à P est obtenue simplement par :

p(r ) =
dP(< r )

dr
=∆

r∆mi n

r∆+1
(3.125)

On peut de fait, quantifier le volume total des particules (en considérant (3−∆) > 0 et
rmi n << rmax permettant de négliger le rmi n) :

V =
∫ rmax

rmi n

Np

(
4

3
πr 3

)
p(r )dr ∼= 4

3
πNp

∆

3−∆r∆mi nr 3−∆
max (3.126)

En multipliant simplement par la masse volumique, on obtient :

M(< r ) ∼= ρm
4

3
πNp

∆

3−∆r∆mi nr 3−∆
max ⇒ M(< r )

MT

∼=
(

r

rmax

)3−∆
(3.127)

Ainsi, un modèle fractal pour la répartition des fragments d’une fragmentation dans un
volume a été obtenu par Carpinteri et Pugno [2002a], puis étendu aux fragmentation 1D
et 2D [Carpinteri et Pugno, 2002b]. Cependant ce modèle ne traduit pas correctement les
courbures obtenues par l’expérience (deux dimensions sont utilisées).
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FIGURE 3.66 – Modèle idéaliste pour la fragmentation, le cube initial de taille h se fragmente en 8
éléments avec une certaine probabilité f , puis le processus est itéré à l’infini

De Turcotte à Carpinteri : Fractal dépendant d’échelle

Le modèle fractal de Turcotte [1989] est un schéma récursif partant d’un cube qui à
chaque étape a une probabilité f de se fragmenter en 8 cubes de même taille (figure 3.66), on
écrit donc à l’étape n :

Vn =
1

8n
V0 Nn = (8 f )nN0 (3.128)

L’étape 0 correspond à ce qu’on appelle l’échelle intégrale, on peut construire un nou-
veau modèle fractal :

Nn

N0
=

(
Vn

V0

)− l n8 f

ln8 =

(
rn

r0

)−3

ln
V0

V1
f

ln
V0

V1 (3.129)

En effet, à chaque étape on produit un nombre V0/V1 = 8 nombre de cubes et Vn = r 3
n . Or on

sait que la dimension d’un objet fractal s’écrit :

Nn =
C

r D
n

⇒ D = 3
ln

V0

V1
f

l n
V0

V1

NnVn = N0V0( f n) ⇒ f n =

(
r0

r1

)n(∆−3)

(3.130)

Ici le chiffre 8 utilisé peut être remplacé par un paramètre quelconque, c’est le nombre de
volumes créés par la fragmentation à chaque itération. f et 8 sont des constantes indiquant
un fractal pur, f étant la probabilité de rupture entre 0 et 1.

Comme il est observé expérimentalement deux dimensions différentes à petite et grande
échelles, et que le modèle précédent admet une variation de la dimension à partir du para-
mètre f 9, Carpinteri et Pugno [2003] ont proposé une dimension dépendant de l’échelle à
travers :

∆(r ) = 3− rmi n

r
⇒ M(< r )

MT

∼=
(

r

rmax

)rmi n

r (3.131)

9. Par exemple, pour des dimensions∆mi n ∼= 2 et∆max ∼= 3, on aura f variant entre fmi n ∼= r1/r0 et fmax ∼= 1.
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Avec MT : masse totale et M la fraction massique de particules de taille inférieure à r . C’est
précisément dans l’optique de la dépendance en échelle que l’entropie d’échelle intervient
et donc que l’étude de la fragmentation est possible à travers l’utilisation des fractals dissi-
patifs.

Diffusion d’entropie d’échelle pour la fragmentation

En se basant sur les résultats expérimentaux de Carpinteri et Pugno [2003] obtenus par
diffraction Fraunhofer 0.1-8750µm, on peut s’orienter vers une loi multi-échelle plus proche
des résultats expérimentaux. Nous utiliserons ensuite une hypothèse simple, une masse vo-
lumique moyenne constante et indépendante de l’échelle. Cette hypothèse permet de rem-
placer le rapport de fraction massique par un rapport de fraction volumique. Par consé-
quent, l’entropie d’échelle prend la forme :

F = ln

(
Σ0

Σi

)
x = ln

(
ri

r0

)
(3.132)

Σi la fraction de volume occupée à l’échelle ri correspondant à une taille de particule infé-
rieure ou égale à ri etΣ0 la fraction de volume occupée à l’échelle intégrale correspondant à
une taille de particule r0. Avec rc ≤ ri ≤ r0 où rc est une échelle crête.

La problématique posée par cette expression vient du fait que les quantités étudiées sont
des fractions volumiques et non des volumes. C’est pourquoi il est nécessaire de construire
un nombre de boules alternatif compatible avec l’analyse fractale. Ce nombre de boules
équivalent permet de facto la dépendance en échelle des fractions de volume telles que :

ln

(
M

MT

)
= ln

(
Σi

Σ0

)
= ln

(
N?[i ,0] r d

i

N?[0,0] r d
0

)
= −F (3.133)

La dimension topologique euclidienne d est celle d’un volume, et N?[i ,0] le nombre de boules
équivalent ri pavant l’objet à l’échelle r0.

Le nombre de boules équivalent est lié au nombre de boules classique par la relation :

N?[i ,0] =
c∑

j =i
N j ,0

(
r j

ri

)d

(3.134)

N j ,0 représente le nombre de boules classique d’échelle r j pavant l’objet à l’échelle r0. À par-
tir de considération d’objet fractal, on peut démontrer que le nombre de boules équivalent
est proche du nombre de boules classique. En rappelant :

N[i ,0] ∼ l−∆i N[0,0] ∼ l−∆0 N[i ,0] = N[0,0]

(
li

l0

)−∆
(3.135)

Pour un fractal dépendant d’échelle∆ deviendra∆i , dimension associée à li . Il vient pour la
relation entre nombre de boules classique et nombre de boules équivalent à une échelle ri :

N?[i ,0] = N[i ,0] [1+ε(r )] (3.136)

Où ε(r ) est une fonction rassemblant la sommation sur les échelles inférieures à ri . Elle est
considérée ici comme négligeable devant 1 (de par la finitude du phénomène). En illustrant,
par exemple à l’échelle intégrale :

N?[0,0] =
c∑

j =i
i =0

N j ,0

(
r j

r0

)d

= N[0,0]

(
r0

r0

)d

+N1,0

(
r1

r0

)d

+ ...+N[c,0]

(
rc

r0

)d

(3.137)
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N[0,0]

[
1+

(
r1

r0

)d−∆1

+ ...+
(

rc

r0

)d−∆c
]

or ∀i ∈ [0,c] : 0<

(
ri

r0

)
≤ 1 et d −∆i > 0, ce qui implique

que le rapport d’échelle ri sur r0 à la puissance d −∆i est compris entre 0 et 1, et qui s’ap-
proche de 0 pour des termes de plus en plus proches de l’échelle crête. D’où l’utilisation de
l’hypothèse que la somme (ici représentée par les termes à la droite du chiffre 1) représentée
dans l’équation 3.136 comme ε(r ) devient "epsilonesque" devant l’unité 10. La fonction ε(r )
est aussi dépendante d’échelle, on le voit simplement, car on ne commet aucune erreur à
l’échelle crête où N?[c,0] = N[c,0].

Dans le cas du fractal simple, on retrouve :

M

MT
=

(
ri

r0

)− ∼
∆ (

ri

r0

)d

=

(
ri

r0

)d−
∼
∆

(3.138)

Où
∼
∆ est la dimension fractale liée au nombre de boules équivalent. Cependant, le compor-

tement du phénomène comme l’ont constaté Carpinteri et Pugno [2003] semble dépendant
d’échelle. Lorsque l’on trace le flux d’entropie d’échelleφ, en fonction de l’échelle, une cour-
bure apparait (malgré la dispersion forte des données expérimentales) laissant penser à un
flux d’entropie d’échelle parabolique. Ceci nous permet de faire l’hypothèse d’un mode glo-
bal d’ordre 1 (sans perte de généralité) pour l’expression de l’entropie d’échelle.

φ(x) =
dF

d x
=

ln

(
Σi

Σi+1

)
ln

(
li

li+1

) =
(α

2

)
x2 +βx +

∼
∆0 −d (3.139)

Afin de réduire la dispersion dans les résultats, on utilise une entropie d’échelle et un flux
d’entropie d’échelle moyen, puis, on minimise à la fois l’écart à l’entropie d’échelle et l’écart
au flux d’entropie d’échelle tel que l’on ait :

min
∑

i

(
Fi − fF(xi ,κc )

)2 min
∑

i

(
φi − fφ(xi ,κc )

)2 (3.140)

Plusieurs contraintes supplémentaires peuvent être utilisées afin de donner plus de sens
physique au résultat obtenu (on peut donc utiliser suivant les cas une méthode de Levenberg-
Marquardt ou une méthode de région de confiance). En effet, le premier modèle présente
un maximum de dimension non pas à l’échelle intégrale mais à une échelle intermédiaire.
Même si ce comportement peut être admissible puisque les dimensions atteintes ne sont
pas impossibles, un deuxième modèle peut être présenté, une fonction strictement mono-
tone ayant une dimension fractale à l’échelle intégrale égale à la dimension topologique 11

(un exemple avec une optimisation donnant une dimension à l’échelle intégrale supérieure
à la dimension topologique est aussi présenté, voir figure 3.67).

A titre de comparaison, la MFSL utilisée par Carpinteri et Pugno [2003] prend la forme :

Fcar p = −
(

rc

ri

)
ln

(
ri

r0

)
= −Kxe−x ⇒ dFcar p

d x
= Ke−x(x −1) K =

(
rc

r0

)
(3.141)

Ce modèle est très sensible aux paramètres imposés à savoir l’échelle minimale et maximale,
de plus, il apparait de qualité moindre par rapport aux résultats donnés par la diffusion de
l’entropie d’échelle.

10. En utilisant la règle de d’Alembert sur le logarithme de la fonction, et en considérant ∆i ≈∆i+1 et ri ≈
ri+1, on obtient une forme indéterminée. C’est à partir de la finitude de la somme et en considérant que ∆i+1

généralement inférieur à∆i que l’on considère qu’il y a convergence.
11. Le cas le plus simple peut être aussi retrouvé automatiquement à partir de l’hypothèse d’un mode 1 avec

∼
∆0 = d .
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FIGURE 3.67 – Variations de la dimension à travers les échelles pour la fragmentation et les différents
modèles globaux d’ordre 1

Une autre méthode est possible, en effet, il est utile de remarquer qu’il existe une certaine
saturation aux grandes échelles du flux d’entropie d’échelle φ jusqu’à environ xI ≈ −2. Ce
comportement annonce une dimension constante dans l’espace des échelles. A partir de
cette échelle xI, la dépendance en échelle opère à travers un comportement linéaire de la
dimension entrainant un fractal de mode 0. Pour étudier correctement le phénomène, il est
donc possible de repositionner l’échelle intégrale, c’est-à-dire redéfinir l0 en l’affectant à
xI (le plateau de saturation n’apparaissant plus dans la caractérisation du phénomène). De
façon analogue à la méthode précédente, on minimise par moindres carrés donnant des
résultats proches de l’expérience 12. On aperçoit de même que lorsqu’on utilise une MFSL
renormalisée :

F′
car p = −K′x ′e−x ′

K′ =

(
rc

r ′
0

)
x ′ = ln

(
ri

r ′
0

)
r ′

0 = exI l0 (3.142)

Les résultats donnés par le mode 0 semblent tout aussi satisfaisants que ceux provenant des
modes globaux d’ordre 1 et apparaissent toujours meilleurs que la MFSL (figure 3.68).

Il est aussi utile de voir que la dimension à l’échelle crête 13 n’est pas
∼
∆c = ∆c = 2 mais

légèrement inférieure, ce qui laisse supposer une rupture non pas suivant un plan mais plu-

tôt suivant la dimension d’une agrégation limitée par diffusion puisque l’on obtient
∼
∆c =

∆c ' 1.8 et que l’on sait que pour un DLA (∆ ' 1.7). Cette dimension semble admissible
puisque on retrouve une dimension similaire dans le cadre de travaux expérimentaux sur la
fragmentation de la glace [Weiss, 2001].

Résistance mécanique à partir des résultats sur la distribution des fragments

Les résultats obtenus pour la distribution des particules lors de la fragmentation sont
réutilisés dans l’estimation de la résistance à la fragmentation du matériau étudié. En effet,

12. Le cas le plus simple peut être retrouvé comme précédemment à partir de l’hypothèse d’un mode 0 avec
∼
∆0 = d .

13. Lorsque l’on parle d’échelle crête ici, on parle du phénomène lui-même. En effet, puisque l’on ne commet
pas d’erreur sur le nombre de boules à l’échelle crête, par extension l’erreur sur la dimension à l’échelle crête
est nulle.

Page 154 Patrick Ribeiro



3.4 Géométrie fractale et entropie d’échelle en mécanique des solides

FIGURE 3.68 – Variations de la dimension à travers les échelles pour la fragmentation et les différents
modèles de mode 0 avec renormalisation de l’échelle intégrale

Carpinteri et Pugno [2002a] annoncent l’existence d’un quantum de fragment qui corres-
pond aux échelles crêtes utilisées précédemment. De fait, on utilise la dimension mesurée
à l’échelle crête que l’on transporte à la résistance à la fragmentation. C’est à dire que la ré-
sistance mécanique d’un matériau sous sollicitation à une dimension identique (à l’échelle
crête rc ) à la dimension associée à sa distribution de fragments. Carpinteri et Pugno [2003]
préfèrent utiliser une nouvelle MFSL propre à la résistance à la fragmentation, s’écrivant :

R = R∞

(
1+ lch

l

)
(3.143)

R∞ étant la résistance à la fragmentation à grande échelle et lch , une longueur caractéris-
tique (de l’ordre du plus grand fragment) qui modélise la transition entre deux régimes de
fractalité (obtenue par régression).

FIGURE 3.69 – Comparaison des modèles liés à l’entropie d’échelle et la MFSL vis-à-vis de la résistance
mécanique en fragmentation

Patrick Ribeiro Page 155



3. ANALYSE MULTI-ÉCHELLE EN MÉCANIQUE

Les résultats présentés en figure 3.69 montrent la possibilité des liens entre les deux com-
portements fractals, ceux-ci présentant d’ailleurs des résultats plus précis que la MFSL. At-
tention néanmoins, un petit détail sur la liaison des deux phénomènes est à noter. C’est la
détermination de l’échelle intégrale qui, dans les deux cas, pourrait être évaluée de façon
plus précise et permettre d’obtenir des lois plus proches de l’expérience.

3.5 Fractal parabolique et lien constructal

L’application de la géométrie multi-échelle à la mécanique permet l’observation de struc-
ture à travers les échelles. Cependant un lien avec la physique des phénomènes est néces-
saire. La théorie constructale est une théorie basée sur la thermodynamique impliquant une
loi d’évolution géométrique réunissant thermodynamique et géométrie multi-échelle.

3.5.1 Introduction

FIGURE 3.70 – Simulation d’avalanche (criticalité
auto-organisée), un nouveau grain est ajouté sur
une grille 100x100 avec un niveau d’accumulation
limite égale à 4

FIGURE 3.71 – Entropie de Gibbs-Shannon ob-
tenue pour différents mouvements browniens
dépendant du facteur de Carnot [Canivet et al.,
2016]

Le lien entre géométrie (fractale) et thermodynamique existe notamment par l’intermé-
diaire de ce que l’on appelle l’exposant critique et son lien avec la dimension fractale dans
les phénomènes critiques [Tang et Bak, 1988] (figure 3.70). D’autres liens ont été réalisés par
Dupain et al. [1986] associant la température à une dimension, ou encore par Le Méhauté
et al. [1998] se concentrant sur les processus de diffusion liés à la dérivation fractionnaire et
impliquant un temps irréversible. Récemment, l’analyse fractale a permit la représentation
de la notion d’exergie par Canivet et al. [2016] (figure 3.71).

La théorie constructale est basée sur la thermodynamique classique montrant à la fois
l’importance de la géométrie et de la topologie en physique [Bejan et Lorente, 2010, 2013,
Lorente et Bejan, 2005, Lorente et al., 2002]. Elle permet l’étude des processus impliquant
une finitude des échelles aux antipodes de la fractalité [Avnir et al., 1998], et peut faire émer-
ger des fractals paraboliques [Queiros-Condé et Feidt, 2008b, Queiros-Condé et al., 2007,
Queiros-Condé et Feidt, 2010] (figure 3.72).

Le but est ici de vérifier si des comportements fractals paraboliques existent dans les
processus mécaniques que l’on pourrait lier à la théorie constructale.
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FIGURE 3.72 – Analyse en échelle d’un drain de fluide montrant la variation du nombre de boites pa-
vant l’objet en fonction de l’échelle, linéaire dans le cas fractal et parabolique dans le cas constructal
[Queiros-Condé et al., 2007]

Lien constructal en mécanique

La déformation est très étudiée car elle requiert une physique élaborée. Il est ainsi pos-
sible de déterminer une entropie d’un matériau constitué de défauts de Shottky ou encore
utiliser les équations de l’hydrodynamique dans l’étude des dislocations et phonons [Lu-
bensky et al., 1985]. Cependant, les liens entre les différentes échelles sont difficiles sachant
que les phénomènes mécaniques restent très diversifiés [Groma et Bakó, 2001]. Des ap-
proches thermodynamiques en mécanique invoquent l’utilisation classique de l’énergie libre
avec des modèles dynamiques des dislocations [Svendsen, 2002], l’utilisation de modèles de
coagulation-fragmentation [Wattis, 2006] mais aussi des modèles couplés au comportement
macroscopique [Serajzadeh, 2005, Silbermann et al., 2014, W. E et Z. Huang, 2002, Zhou et al.,
2010]. Dans le cas des milieux granulaires, on utilise même une température granulaire et
une entropie de contact (contactopie) de façon analogue à un gaz de particules élastique
[Behringer, 2015, H.J. Herrmann, 1993, Langer et al., 2010].

La vue constructale de la fatigue provient conjointement de l’analyse exergétique pré-
cédente évoquant une qualité dans la déformation plastique et d’une organisation géomé-
trique apparente [Johnson et al., 1964] qui est comparable géométriquement à une distribu-
tion optimale de dissipation visqueuse dans un écoulement [Luo et Tondeur, 2005, Tondeur
et al., 2009], organisation qui apparait aussi pour des milieux granulaires [Geng et al., 2001].
Cette vue constructale est appuyée par une analogie entre chaleur et contrainte suggérée
par Lorente et al. [2010] et appuie l’hypothèse constructale pour la déformation mécanique
comme la rupture ductile [Chatterjee, 2012]. D’autre part, des travaux sur la mécanique ré-
vèlent l’existence d’une description trans-échelle dans les phénomènes rapides par l’utilisa-
tion du nombre de Déborah, impliquant des échelles caractéristiques et la présence de dif-
fusion [Bai et al., 2005, 2007, 2008, Haiying et al., 2004, Yilong et al., 2002]. Ces phénomènes
liant diverses échelles peuvent faire apparaitre des structures géométriques notamment la
fractalité [Chen et al., 2013] et de l’intermittence (cascade d’énergie).

La réflexion originale de l’étude repose ainsi sur deux points :

La partie instationnaire peut être considérée comme un temps caractéristique de mise à
l’équilibre, la montée en température étant associée à la génération de dislocations. En
phase stationnaire la température se stabilise puis à un point critique, la température
réaugmente car on a atteint une agrégation critique des dislocations.

Quelque soit la sollicitation, le matériau s’organise de manière à drainer la contrainte le
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mieux possible. Deux gammes d’échelle sont mises en jeu, une gamme se basant sur
l’échelle interatomique jusqu’à l’échelle du grain (ou de la macrofissure), puis une
gamme allant du grain jusqu’à une échelle d’homogénéisation dans le volume.

On peut apercevoir lorsqu’on observe le faciès de rupture de tests en fatigue gigacyclique
un réseau veineux témoignant de la structure géométrique complexe de la fatigue (voir fi-
gure 3.73).

FIGURE 3.73 – Faciès de rupture d’un fer armco sollicité à 20kHz et R=-1 provenant de Wang [2013]

Estimation des échelles caractéristiques

Il est nécessaire de déterminer les échelles où le comportement fractal dissipatif (de type
parabolique correspondant au constructal) pourrait opérer (voir figure 3.74). Un comporte-
ment plutôt diffusif sur une première gamme d’échelle et plutôt ordonné à grande échelle (à
priori), mais où l’échelle intermédiaire est assez difficile à estimer puisqu’elle apparait dé-
pendre de la structure des dislocations et du temps [Zbib et Aifantis, 2003]. L’observation
des microstructures nous oriente vers des phénomènes de taille l0 ∈ [10−6−10−9m] pour des
temps t0 ∈ [s −mi n] [Bai et al., 2008]. La littérature utilise généralement une échelle liée à
la densité de dislocation ρ et plus précisément une échelle proche de ρ−1/2 ∼µm [Gay et al.,
1953, Hähner, 1996, Hordon et Averbach, 1961, Livingston, 1962] pouvant être indépendante
de la vitesse de déformation [Edington, 1969], et symbolisant l’espace moyen entre disloca-
tions. La distance entre dislocations estimée pour les matériaux étant autour du µm [Dean
et Wilson, 1947, Koehler, 1941, 1942], et la taille maximale d’une ligne de dislocation étant
aussi autour du µm [Bailey et Hirsch, 1960]. On peut tout aussi bien prendre une échelle liée
aux structures en cellule ∼ µm que l’on peut obtenir par autocorrélation d’images de dislo-
cation [Nabarro et Duesbery, 2002]. Mais, suivant les amplitudes de déformation étudiées,
celles-ci peuvent ne pas apparaitre [Feltner et Laird, 1967a,b].

Une échelle de corrélation (lcor r ) entre dislocations peut être mise en équation à partir
du fait que les dislocations ont un mouvement corrélé lorsqu’elles possèdent une contrainte
de glissement (τ) suffisamment supérieure aux fluctuations dans le milieu effectif. Ces dis-
locations mouvantes en groupe sont ainsi liées à un temps de corrélation (tcor r ) à travers la
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FIGURE 3.74 – Les différentes échelles (en mètres) mises en jeu en mécanique

densité de dislocation mobile (ρm), la vitesse de déformation macroscopique (γ̇) et la lon-
gueur de glissement (L) [Hähner et al., 1998] :

lcor r =
Gb

4π
√
δτ2

e f f

τe f f = τext −τi nt tcor r =
ρmbL

γ̇
(3.144)

Finalement, on peut aussi estimer une échelle intégrale en utilisant [Bai et al., 2005] :

l0 ∼
√

k(Tp −T0)

σ : D
(3.145)

L’échelle minimale naturelle quant à elle correspond au module du vecteur de Burgers.
C’est une échelle caractéristique que l’on retrouve en élasticité [Askes et Aifantis, 2011] re-
présentant le quantum de déformation ∼ 10−10m. Il en découle une échelle temporelle mi-
croscopique pouvant être calculée à partir de :

tη =
√
εη/mb ∼ 10−13s Car l’énergie d’une dislocation est ∼ 10−19J (3.146)

3.5.2 Approche constructale en mécanique des milieux continus

Lien avec la thermodynamique des processus irréversibles

Notre orientation est dans un premier temps basée sur ce que l’on appelle le flux plas-
tique qui apparait homogène dans le matériau [Barlat et al., 2002] ou encore le gradient de
déformation plastique. Les résultats précédents obtenus sur l’exergie induisent une dimi-
nution de la température de l’échantillon afin de diminuer le flux d’exergie plastique et ral-
longer la durée de vie. Le formalisme de la thermodynamique des processus irréversibles
couplé à la théorie constructale a été appliqué avec succès au problème de drainage [Tescari
et al., 2011]. Dans notre cas, il est possible de considérer la production volumique de chaleur
(terme source σq ) comme étant le travail de déformation plastique. On écrira ainsi les deux
principes en considérant tout d’abord une conduction uniquement suivant y :

∇(Jy ) =σq ∇
(

Jy

T

)
=
σq

T
+σs ⇒σs = Jy∇(1/T) (3.147)

Jy étant le flux de chaleur etσs , l’entropie créée. Les lois linéaires de la thermodynamique des
processus irréversibles (impliquant une loi de Fourier pour la conduction avec ky la conduc-
tivité) étant données par :

Jy = ly∇(1/T) ly = ky T2 (3.148)
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La différence avec les résultats obtenus par Tescari et al. [2011] vient de l’utilisation d’une
condition aux limites à flux constant suivant y, symbolisant des pertes énergétiques par
convection et rayonnement :

d(1/T)

d y y=R
= κ (3.149)

Amenant à une entropie produite intégrée sur le volume W x L x (R-r) égale à :

Py =

[
σ2

q

3ly
(R− r )3 + ly (R− r )κ2 −σq (r −R)2κ

]
WL (3.150)

Avec W l’épaisseur, L la longueur et (R-r) la hauteur du matériau produisant la chaleur et r la
hauteur de matériau drainant la chaleur (voir figure 3.75). La première partie de l’équation
représente la production d’entropie dans le cas où κ = 0 correspondant au résultat avancé
Tescari et al. [2011].

y

x

R

L

ky ,σqkx

r

FIGURE 3.75 – Moitié de volume élémentaire (symétrie suivant axe x=0)

De même en poursuivant l’analyse en utilisant l’hypothèse d’une conduction unique-
ment suivant la direction x (opérant comme une ailette), l’entropie produite intégrée sur le
volume W x L x r, devient :

Px =

[
σq (R− r )+ lyκ

]2

3lxr
WL3 (3.151)

Ce qui donne finalement comme entropie produite totale (le deux provenant de la symé-
trie) :

PT = 2(Py +Px) (3.152)

La création d’entropie pouvant être mise sous la forme Pt = Q2Zs avec Q la puissance
chaleur générée dans le volume Q = 2σq (R− r )LW. Ceci permet de définir l’impédance en-
tropique (sans oublier (R− r )2 = (r −R)2) :

Zs =
(R− r )

6ly LW
+ lyκ

2

2σ2
q (R− r )LW

− κ

2σq LW
+ L

6lxr W
+ (lyκ)2L

6lxrσ2
q (R− r )2

+ lyκL

3lxrσq (R− r )
(3.153)

Zs =
1

6lxW

[
lx(R− r )

ly L
+ 3lx lyκ

2

σ2
q (R− r )L

− 3lxκ

σq L
+ L

r
+ (lyκ)2L

σ2
q (R− r )2r

+ 2lyκL

σq (R− r )r

]
(3.154)

La quantité importante ici étant le ratio entre matériau conducteur et échantillon (ε = r /R).
Celle-ci mène lorsqu’on optimise l’impédance (dZs/dε) = 0, à plusieurs solutions possibles
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pour εopt . La suite de l’optimisation lorsqu’on peut maitriser la géométrie de l’échantillon
est dans la continuité constructale par l’utilisation des multiplicateurs de Lagrange [Tescari
et al., 2011].

Cette optimisation a l’avantage de drainer la chaleur dans l’optique de l’augmentation
de la durée de vie en fatigue mais présente l’inconvénient de ne pas prendre en compte les
propriétés mécaniques du matériau conducteur. De fait, ces propriétés mécaniques doivent
être prise en compte a posteriori par des lois de comportements.

Liens avec l’optimisation de dissipation visqueuse et la diffusion

Comme on peut voir la déformation plastique comme un flux de déformation, un rap-
prochement avec la distribution optimale d’un débit est possible. Sachant que la distribu-
tion optimale d’un débit minimisant les dissipations visqueuses fait émerger un rapport de
diamètre respectant [Bejan, 2000] :

Di

Di+1
= np p = (1/3) laminaire p = (3/7) turbulent n : nombre de subdivisions

(3.155)

FIGURE 3.76 – Distribution optimale de fluide
d’un point central à 256 points uniformément
distribués [Luo et Tondeur, 2005]

FIGURE 3.77 – Formation de lignes de discon-
tinuité thermiques provoquées par sollicitation
de type choc [Johnson et al., 1964]

Pour un solide, on pourrait se satisfaire d’une hypothèse menant à un rapport compris
entre les deux puisque de l’intermittence existe. Toujours en lien avec les fluides et en sa-
chant que des bandes de déformation apparaissent lors d’un choc [Johnson et al., 1964], la
déformation plastique peut être rapprochée d’un réseau de distribution poreux faisant ap-
paraitre une géométrie fractale proche de la réalité [Luo et Tondeur, 2005] (voir figure 3.76 et
figure 3.77), et où une fonction constructale utilisant une loi de Poiseuille pour le frottement
visqueux amène à Di /Di+1 = 25/6 [Tondeur et al., 2009]. Celle-ci satisfaisant à l’équiparti-
tion de dissipation à travers les échelles et au théorème de densité de dissipation uniforme,
aboutissant à une distribution du volume des pores dépendante d’échelle.

Par ailleurs, sachant que la théorie constructale a pour but initial l’optimisation des trans-
ferts de chaleur, celle-ci est fortement liée aux équations de diffusion. Or, il existe des mo-
dèles de diffusion de la déformation liés aux lois d’Orowan en plasticité [Jeanclaude et Fres-
sengeas, 1993, Nabarro et Hirth, 2007] :

ε̇ = ρMvb +D
∂2ε

∂x2
(3.156)
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ε̇ : Vitesse de déformation plastique

ρM : Densité de dislocation mobile

b : Module de Burgers

v : Vitesse moyenne des dislocations mobiles

D : Coefficient de diffusion (10−5m2/s pour un alliage Al-5%Mg).

Une vitesse de déformation ne peut être constante toutefois, sa variation a lieu majoritai-
rement dans la partie élastique. Ainsi, en considérant un effet moindre de la vitesse de dé-
formation sur la réponse plastique du matériau, on pourra prendre la vitesse de déforma-
tion comme constante [Gary, 2017]. Cette hypothèse induit en phase stationnaire une forme
parabolique du champ de déformation, en revanche, lorsqu’on ne peut plus la considérer
constante comme en fatigue, on pourra utiliser des méthodes analytiques pour obtenir des
solutions sur le champ de déformation 14.

La superposition d’un matériau permettrait de drainer la déformation mais attention,
celui-ci à la différence de la chaleur produirait aussi un terme source lié aux dislocations.
Pour finir, afin de caractériser les bandes de glissement persistantes des modèles de diffu-
sions de volume libre existent [Bai et al., 2008].

Fractal parabolique et loi de Basquin

La fractalité des phénomènes est très répandue en mécanique, dans la continuité de
la deuxième partie du manuscrit, une approche fractale de la fatigue a été étudiée où la
contrainte associée à la limite de fatigue conventionnelle (106 cycles) est considérée comme
dépendante de la taille de l’échantillon [Carpinteri et al., 2002] et rapprochée de la loi de
Basquin en fatigue à grand nombre de cycles pour les métaux [Carpinteri et al., 2009]. Dans
le cadre de l’entropie d’échelle, on peut lier la loi de Basquin (Ci = Nσb

i ) à une fractalité para-
bolique en considérant un nombre de cycles fixé et en réutilisant la conservation de la force
à travers les échelles :

Ci

C0
=

(
S0

Si

)b

ln

(
Ci

C0

)
= b

[−β
2

x2 + (∆0 −d)x

]
x = ln

(
li

l0

)
(3.158)

L’effet de taille est ainsi lié à l’échelle dans ce cas précis pour l’acier SCMn2A. La structure
géométrique est par conséquent de nature fractale parabolique (figure 3.78). Cette structure
complexe n’apparait pas toujours, et le plus souvent seul un comportement fractal apparait
dans les gammes d’échelle restreintes étudiées (par exemple l’acier SF 50 dans Carpinteri
et al. [2009]). Mais ce comportement fractal parabolique pourrait indiquer la présence sous-
jacente de la théorie constructale.

3.5.3 Approche constructale microscopique

La fractalité apparait en mécanique à toutes les échelles, en effet, le glissement d’une
dislocation est dépendante des défauts rencontrés dans la structure cristalline des maté-
riaux et implique une dimension fractale dépendante de la résistance au passage de celle-ci

14. Les fonctions de Green permettent par exemple d’aboutir à une solution de la forme [Cole et al., 2011] :

ε(x, t ) =
∫ L

x′=0
G(x, t |x ′,0)F(x ′)d x ′ Condition initiale

+
∫ t

τ=0
dτ

∫ L

x′=0
g (x ′,τ)G(x, t |x ′,τ)d x ′ Génération d’énergie

+CL Condition aux limites (type Dirichlet, Neumann ...) (3.157)

Avec ε(x, t = 0) = F(x) et g (x, t ) = ρm vb.
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3.5 Fractal parabolique et lien constructal

FIGURE 3.78 – Constante de Basquin en fonction de l’échelle montrant un comportement parabolique

[Sevillano et al., 1991]. De même, à plus grande échelle, les joints de grains présentent aussi
des dimensions fractales augmentant lors de la déformation et diminuant après un recuit
[Streitenberger et al., 1995]. La déformation d’autre part a été rapprochée du phénomène
de percolation, phénomène critique impliquant une structure fractale [Chuang et Rudnicki,
2002]. L’approche constructale microscopique passe ici par le lien avec les géométries frac-
tales paraboliques (car on est à la limite de la mécanique des milieux continus).

Cellules de dislocation et fractals paraboliques

Des travaux sur les structures en cellules des dislocations font émerger un lien entre la di-
mension fractale obtenue de ces structures et la contrainte effective [Hähner et Zaiser, 1999,
Zaiser et Hähner, 1999]. On observe également des fractions de volume de dislocation en
loi de puissance. En analysant plus finement les résultats, on peut, à partir d’une minimisa-
tion sous contrainte (∆0 ≈ 1.85) obtenir un comportement parabolique pour la structure en
cellule des dislocations (voir figure 3.79).

À travers ce comportement fractal parabolique, on peut rapprocher de façon hypothé-
tique pour l’instant la distribution des cellules de dislocation à la théorie constructale.

Répartition aléatoire des défauts

On étudie maintenant la répartition des défauts dans un matériau. Les résultats avan-
cés par Graça et al. [2008] utilisant un microscope à transmission donne une estimation de
la densité de dislocation à environ 5.109cm−2 = 5.1013m−2. Cet ordre de grandeur de défaut
peut être retrouvé simplement à partir d’un calcul simple et d’hypothèses concernant la ré-
partition de défauts. En utilisant le formalisme fractal parabolique, le nombre de défauts est
estimé par :

N[c,0] =

(
l0

lc

)∆0 +∆c

2 (3.159)

Avec les hypothèses :

— l0 (1µm) ⇒∆0 = 0, singularité à petite échelle

— lc (1Å) ⇒∆c = 3, répartition homogène à grande échelle
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FIGURE 3.79 – Nombre de boules cumulées en fonction de l’échelle, un comportement parabolique
apparait avec β≈ 0.2298 ⇒∆c ≈ 1.0884 et une incertitude associée à l’échelle intégrale C0 ≈−0.3733

La densité de dislocation est donnée par :

dd =
N[c,0]lc

l 3
0

≈ 1014m−2 (3.160)

En étendant l’hypothèse d’un comportement parabolique, il est possible de majorer l’in-
variant d’échelle β. En effet, puisque l’on fait l’hypothèse que la structure fractale se déroule
sur la gamme d’échelle [lc ; l0] = [b;

p
ρ], c’est à dire du module de Burgers jusqu’à une échelle

étant la distance moyenne entre dislocations, puis en considérant que les dimensions sont
au maximum la dimension topologique (∆0 = 3) et au minimum une singularité (∆c = 0), on
obtient :

β =
∆c −∆0

ln(lc /l0)
⇒ βl i m ≈ 0.3257 (3.161)

Au premier abord cette approche semble à sa grande simplicité pouvoir être un bon mo-
dèle de répartition des défauts. Par contre, lorsqu’on mesure à partir d’une analyse en échelle
la dimension, celle-ci apparait quasi-constante.

FIGURE 3.80 – Analyse en échelle des lignes de dislocations par la méthode du box-counting

On peut à partir de la densité de dislocation définir la longueur de dislocation absolue
mesurée (Ldc ) en utilisant le volume d’étude V = 2,25 ·1,7 ·0,157 ≈ 0,6µm3. On obtient ainsi
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le nombre de dislocations en considérant la longueur minimale étant de 2,5.10−10m :

Ldc = dd ∗V ≈ 30µm N[c,0] =
Ldc

lc
≈ 12.104 (3.162)

L’analyse en échelle effectuée sur la structure des dislocations (figure 3.80) permet la
caractérisation fractale pure :

N[i ,0] =

(
l0

li

)∆
∆ = 1,5 (3.163)

Un biais effectué sur l’analyse provient de l’estimation de N[c,0] qui est en réalité effectué

à l ′0 =
√

(2,252 +1,72) ≈ 2,82µm, cependant ce biais reste faible puisque l’on a (en considé-
rant que la loi d’échelle reste valable pour les échelles proches l0 et l ′0), on a N[c,0] ≈ N[c,0′].

Ici, les lignes de dislocations mesurées par microscopie TEM sont celles projetées sur un
plan 2D, il est par conséquent nécessaire d’ajouter la troisième dimension à l’analyse ∆3d =
∆+ 1. La dimension ainsi obtenue bien que constante à travers les échelles, possède une
valeur remarquable (∆3d = 2,5) que l’on retrouve pour des surfaces browniennes ou encore
pour de l’agrégation limitée par la diffusion à trois degrés de liberté. C’est ce comportement
qui est à l’origine même de l’effet de taille pour l’indentation. On voit donc dans ce cas que
seule la fractalité pure apparait mais pas la fractalité parabolique.

3.6 Conclusion

Dans un premier temps, une variété de géométries et de comportements fractals exis-
tant dans divers domaines allant de l’autosimilarité stricte à la dépendance en échelle ont
été présentés. La dépendance en échelle est ainsi caractérisée à travers la diffusion d’une
quantité, l’entropie d’échelle (ou encore "entopie").

Dans un deuxième temps, une étude du puits d’entropie d’échelle a été effectuée en
régime stationnaire afin de pouvoir obtenir des modèles analytiques simples de compor-
tements dépendants d’échelle. Des lois de puissance et des formes polynomiales du puits
d’entropie d’échelle permettent d’obtenir des relations spécifiques sur la dimension frac-
tale.

Pour obtenir la dimension fractale d’une courbe, on utilise ce que l’on appelle la méthode
du compas (comptage de boites) qui permet d’obtenir des résultats à quelques pourcents
près. Pour obtenir une dimension très précise (pour un fractal fini), il est possible d’utiliser
la méthode des échelles de transition qui consiste à déterminer des échelles spécifiques as-
sociées à la géométrie (ou au phénomène) et permet d’obtenir de meilleurs résultats que la
méthode classique.

Dans la continuité, on observe qu’une géométrie fractale déterministe finie n’est frac-
tale que sur ses échelles de construction (et entropique entre celles-ci). Ainsi, par l’utilisa-
tion de l’équation de diffusion de l’entropie d’échelle, une étude de la structure géométrique
de plusieurs fractals déterministes montre une log-périodicité dans l’espace des échelles.
Cette log-périodicité est également observée à travers un diagramme DTF (departure to frac-
tal). Ce diagramme représente la dimension et le puits d’entropie d’échelle en fonction de
l’échelle. On peut en outre utiliser un facteur de déviation qui compare la dimension mesu-
rée de la géométrie et le comportement théorique pour étudier la log-périodicité.

Par l’utilisation de l’équation de Moran, la création de géométries fractales déterministes
dépendantes d’échelle est possible, ainsi, un Von Koch, un Von Koch quadratique et un Min-
kowski variants de façon parabolique ont été construits. Ces géométries peuvent être véri-
fiées par l’équation de diffusion d’entropie d’échelle pour déterminer leur invariant d’échelle.
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L’application de ces outils en mécanique est possible, en effet, beaucoup de phénomènes
mécaniques font apparaitre fractalité voir même dépendance en échelle. On peut d’ailleurs
considérer, comme dans l’espace réel, des lois de conservation dans l’espace des échelles.
L’utilisation de l’entropie d’échelle nécessite une bonne connaissance du phénomène et no-
tamment de sa zone active. Le formalisme géométrique de l’entropie d’échelle permet de
regrouper plusieurs types de géométrie et permet son application à l’étude de paramètres
matériaux, à l’analyse de faciès de rupture ou encore la fragmentation.

Des liens entre thermodynamique et géométrie existent et plus particulièrement avec la
théorie constructale qui fait intervenir des fractals paraboliques. De ce fait, d’autres orienta-
tions énergétiques de la déformation ont été abordées du point de vue multi-échelle. En ef-
fet, diverses échelles importantes existent en mécanique notamment l’espace interatomique
et l’espace moyen entre dislocations. Des liens avec la thermodynamique des processus ir-
réversibles et la dissipation visqueuse sont possibles du point de vue physique. D’autres part
des résultats du point de vue géométrique montrent qu’une approche constructale est pos-
sible en mécanique par l’intermédiaire de la présence de fractals paraboliques même si dans
certains cas le fractal pur semble suffisant.
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Nomenclature - Analyse multiéchelle en mécanique

Acronymes

DLA Diffusion limited aggregation - Aggrégation limitée par la
diffusion −

DTF Departure to fractal - Déviation à la fractalité −
MFSL Multifractal Scaling Law −

Autres

F Entropie d’échelle liée à la fragmentation −
Fcar p Entropie d’échelle calculée à partir du modèle de Carpinteri −
F′

car p Entropie d’échelle calculée à partir du modèle de Carpinteri puis
renormalisée par xI −

Fi Entropie d’échelle liée à la fragmentation à l’échelle li −
H s

δ
(F) Mesure s-dimensionnelle de Hausdorff de l’ensemble F −

L (F) Mesure de Lebesgue de l’ensemble F −
L0 Longueur de rupture à l’échelle l0 m

Li Longueur de rupture à l’échelle li m

S0 Surface de rupture à l’échelle l0 m2

Si Surface de rupture à l’échelle li m2

Lettres Grecques

α Intensité des singularités −
αp Périodicité d’échelle −
βG Invariant d’échelle constant lié à l’énergie de rupture −
βk Invariant d’échelle unimodal lié à une gamme de déviation −
β?k Invariant d’échelle modal −
βR Invariant d’échelle constant lié à la résistance mécanique −
χ Diffusivité d’échelle −
∆ Dimension fractale constante −
δ Taille maximale des sous ensembles permettant de recouvrir

un ensemble d’étude −
∆

[β?k ]

[i ,0] Dimension fractale associée à une déviation unique β?k −

∆
[βk ,βn ]
[i ,0] Dimension fractale associée à une gamme de déviation [βk ,βn] −

∆c G Dimension fractale à l’échelle crête liée à l’énergie de rupture −

3.6 Conclusion
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∆c ,∆[c,0] Dimension à l’échelle lc dans une géométrie d’échelle intégrale l0 −
∆c R Dimension fractale à l’échelle crête liée à la résistance mécanique −
∆d Dimension fractale associée à l’énergie dissipée −
∆ f Dimension fractale associée à la surface de contrainte −
∆i ,∆[i ,0],∆x Dimension à l’échelle li dans une géométrie d’échelle intégrale l0 −
DL(li ) Déformation à l’échelle li −
∆0,∆[0,0] Dimension à l’échelle intégrale l0 −
∆th Dimension fractale théorique d’une géométrie −
ε Taille des boites (∼ échelle) m

Ei ,E(li ) Energie de déformation à l’échelle li J

Fi Force s’appliquant sur le matériau à l’échelle li N

F(1,2) Chargements maximum sur les corps (1) et (2) N

Γi Rugosité surfacique à l’échelle li −
G(li ) Entropie d’échelle liée à l’énergie de déformation −
κ Condition limite impliquant une irréversibilité par

pertes énergétiques K−1 m−1

κ? Rapport entre l0 et lch −
k Ordre du mode de déviation à la fractalité pure −
κc Coefficients estimés par minimisation −
Λi Rugosité linéaire à l’échelle li −
µ Mesure mathématique d’un ensemble −
µ(q,ε) Mesure généralisée (multifractal) −
N(li ),N(li )′ Nombre de recouvrements à l’échelle li

(le ′ pour différencier les supports géométriques) −
ω Puits d’entropie d’échelle −
Φi Energie surfacique à l’échelle li Jm−2

ϕi Flux d’entropie d’échelle liée à la fragmentation à l’échelle li −
ρ Densité de dislocation mm−3

R(li ) Entropie d’échelle liée à la contrainte −
ρM Densité de dislocation mobiles mm−3

ρm Masse volumique kgm−3

Σi Fraction de volume à l’échelle li −
σi ,σ(li ) Contrainte s’appliquant sur une surface S(li ) à l’échelle li Nm−2

σ?u Résistance mécanique indépendante d’échelle Nm−2+dσ

σ(1,2)
u Résistance mécanique apparente dépendante d’échelle Nm−2

3. ANALYSE MULTI-ÉCHELLE EN MÉCANIQUE
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Lettres Romaines

a Coefficient lié au rapport de similarité −
A,B,C Coefficients estimés par minimisation (loi de type sigmoïde) −
A f Amplitude de dimension −
d Dimension euclidienne −
Dq Dimension généralisée (multifractal) −
di mH(F) Dimension de Hausdorff de l’ensemble F −
dd Densité de dislocations mm−3

dE Incrément de dimension par rapport à la dimension euclidienne −
ds Dimension de similarité −
dσ Décrément de dimension par rapport à la dimension euclidienne −
Ed Energie dissipée dans la masse Jkg−1

Eu Energie de rupture Jm−2

f Spectre de singularité −
FF Distance servant à corriger le nombre de recouvrements −
H Exposant de Hurst −
Iq Information généralisée (multifractal) −
lc Echelle crête m

lch Longueur caractéristique (modèle de Carpinteri) m

li Echelle d’observation m

l?i Echelle de construction m

L0 Longueur à l’échelle intégrale m

l0 Echelle intégrale m

L′ Longueur projetée m

LTr ue Longueur à l’échelle li m

M[i ,0] Mesure d’une géométrie à l’échelle li dans une géométrie d’échelle
intégrale l0 −

M(< r ) Fraction de masse kg

MT Masse totale des fragments kg

N(ε) Nombre de boites de taille ε −
Nδ(F) Plus petit nombre d’ensembles de diamètre au plus δ −
Nb Nombre de recouvrements corrigés (non entier) −
N[i ,0] Nombre de recouvrements à l’échelle li dans une géométrie

d’échelle intégrale l0 −
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N?
[i ,0] Nombre de boules équivalents au nombre de boules classique −

Nm Nombre de recouvrements mesurés −
Nn Nombre de fragments à l’étape n −
N[0,0] Nombre de recouvrements à l’échelle l0 dans une géométrie

d’échelle intégrale l0 par définition égal à 1 −
Np Nombre de particules −
Nth Nombre de recouvrements théoriques −
Pi Mesure probabiliste d’un ensemble (multifractalité) −
P(< r ) Probabilité de rencontrer un fragment −
p(r ) Densité de probabilité associée à P(< r ) −
r Taille du fragment m

R∞ Résistance à la fragmentation à grande échelle
(modèle de Carpinteri) Pa

RL Rugosité linéaire −
S Entropie d’échelle −
s Entropie d’échelle associée à la rugosité linéaire −
Si ,S(li ) Surface active à l’échelle li m2

s? Entropie d’échelle associée à la rugosité surfacique −
V Volume total de particules m3

Vn Volume de fragments à l’étape n m3

W Pulsation d’échelle −
x Echelle logarithmique −
xc Echelle logarithmique crête −
xI Echelle logarithmique de renormalisation −
x ′ Echelle logarithmique renormalisée par xI −

3. ANALYSE MULTI-ÉCHELLE EN MÉCANIQUE
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Chapitre4
Conclusion générale et perspectives

La recherche doit avant tout être un jeu et un plaisir
– Pierre Joliot-Curie

Dans la première partie de cette étude, l’objectif était de vérifier expérimentalement
l’existence d’une entropie de rupture constante liée uniquement au matériau en fatigue oli-
gocyclique. Une procédure expérimentale simple a été mise en place pour obtenir l’évolu-
tion de la température en fonction du temps ainsi que le profil de température de l’échan-
tillon testé. À partir de ces résultats et de l’hypothèse d’une uniformité spatio-temporelle de
la source de chaleur (engendrée par le travail de déformation plastique), plusieurs relations
simples sont comparées. Des modèles empiriques utilisés en fatigue sont ensuite comparés
aux résultats expérimentaux et dans un cas, étudié pour pouvoir prendre en compte les va-
riations temporelles du chargement. Le résultat principal obtenu étant la vérification d’une
entropie de rupture en fatigue oligocyclique quasi constante.

Les objectifs secondaires de cette partie portent sur une réflexion du modèle d’endom-
magement basé sur l’entropie accumulée pour prendre en compte les changements de ré-
gime au cours d’un test de fatigue. Puis une extension de la thermodynamique classique
pour la fatigue est obtenue à partir du théorème de Gouy-Stodola, ce qui nous permet de
montrer l’existence d’une nouvelle quantité, l’exergie de déformation plastique. De manière
analogue à la chaleur, l’exergie de déformation plastique possède un facteur de qualité éner-
gétique.

Les objectifs précédents concernant l’analyse entropique et exergétique de la fatigue oli-
gocyclique permettent un gain théorique pour la fatigue et la déformation. De plus, la quan-
tité obtenue, l’entropie de rupture en fatigue apparait intrinsèque au matériau et peut ainsi
servir de pouvoir de prédiction de la durée de vie d’un matériau.

Une extension de cette première partie consisterait dans un premier temps à étudier plus
en détail le phénomène du point de vue expérimental. Prendre des gammes de fréquences
et de chargements plus larges, faire varier les dimensions et la géométrie des éprouvettes
ou encore travailler avec un ratio de chargement autre que la traction-traction pour véri-
fier si l’entropie de rupture est une quantité intrinsèque au matériau. On peut aussi étudier
les effets de localisations et les comparer au paramètre global estimé afin d’obtenir de nou-
veaux critères en fatigue. Par ailleurs, avec la mise en avant de l’exergie, des études liées
à l’effet de l’environnent sur le phénomène de fatigue sont envisageables. De fait, l’étude
de l’influence de la pression ambiante et de la température ambiante sur le comportement
du matériau sont possibles. Pour ce qui est des modèles empiriques, il est possible de se
pencher sur la détermination précise des paramètres en fatigue et de l’effet de la contrainte
moyenne sur le modèle de Park et Nelson. Pour le modèle de Ramberg-Osgood cyclique,
celui-ci produisant des résultats satisfaisants, une extension possible pour affiner ce modèle
est de prendre en compte la variation des paramètres en fatigue en fonction du temps [Ber-
kovits, 1987]. D’autres ouvertures sont possibles, en effet, à partir des travaux de Galindo-
Nava et al. [2014], Galindo-Nava et del Castillo [2012, 2013, 2014], Huang et al. [2009a,b], une
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analyse exergétique peut être effectuée sur la dissipation mécanique à travers les disloca-
tions, l’éco-exergie pourrait même être utilisée en voyant les dislocations comme une pol-
lution interne du matériau. Finalement, un nouvel objectif futur est envisageable à travers
l’analyse entropique de la fatigue gigacyclique.

Dans la deuxième partie de cette étude, l’objectif était d’appliquer le formalisme de l’en-
tropie d’échelle pour rendre compte des phénomènes mécaniques dépendant d’échelles.
Dans cette optique, une généralisation des comportements dépendants d’échelles a été ef-
fectuée par l’utilisation de puits d’entropie d’échelle particuliers. Les fractals dissipatifs créés
ouvrent une nouvelle catégorie de comportement pour l’étude de divers phénomènes. L’ap-
plication de ces géométries dépendantes d’échelles est effectuée avec succès sur l’analyse
des faciès de rupture et la fragmentation, l’étude des caractéristiques mécaniques étant pos-
sible.

Les objectifs secondaires ont été dans un premier temps du point de vue géométrique,
la mise au point d’une méthode simple pour estimer une dimension fractale basée sur des
échelles remarquables de la géométrie, la méthode des échelles de transitions. Dans un
deuxième temps, des comportements dépendants d’échelles particuliers (log-périodicité)
pour des fractals déterministes finis ont été observés, ceux-ci présentant donc une déviation
à la dimension théorique. Des outils simples ont été mis en place pour permettre d’observer
le comportement de la géométrie à travers les échelles (diagramme DTF) et de le compa-
rer à la géométrie idéale théorique (facteur de déviation). Finalement, un nouveau type de
fractal a aussi été créé, un fractal parabolique déterministe pouvant être vérifié par l’équa-
tion de diffusion d’entropie d’échelle. Pour ce qui est du lien avec la théorie constructale,
l’étude des échelles mises en jeu en mécanique a été étudiée, ce qui nous a permis de diffé-
rencier deux gammes d’étude. Une gamme macroscopique liée à la thermodynamique des
processus irréversibles, l’optimisation de dissipation visqueuse et les fractals paraboliques
(que l’on retrouve dans l’optimisation constructale, et ici appliqués sur la loi de Basquin).
Puis, une gamme microscopique où l’on étudie l’application de fractals dissipatifs pour les
cellules de dislocations (mais pas toujours comme on peut le constater dans la répartition
de défauts).

L’intérêt de cette deuxième partie est au préalable de pouvoir lier des grandeurs phy-
siques à des quantités géométriques à travers l’entropie d’échelle. La déviation à la linéa-
rité des phénomènes physiques dans l’espace des échelles ne provient pas d’une hypothèse
mais d’une observation générale. Ce que l’on appelle fractal parabolique est une justification
simple de cette déviation. On retrouve cette déviation dans divers phénomènes mécanique
mais d’autres déviations plus générales sont aussi présentent (liées au fractal dissipatifs).
Le cas particulier du fractal parabolique est lié à la théorie constructale, par suite, en obser-
vant des comportements paraboliques en mécanique, on vérifie préalablement la possibilité
d’une évolution constructale dans les phénomènes mécaniques.

L’extension des travaux géométriques peut se faire par la considération d’un principe de
conservation de l’entropie d’échelle faisant intervenir l’espace géométrique d’étude et son
co-espace qui pourrait être lié à la thermodynamique. L’étude des lois de conservation dans
l’espace des échelles pourrait aussi trouver d’autres applications. Finalement, le lien entre
entropie d’échelle et opérations fractionnaires pourrait renseigner sur le coefficient fraction-
naire uniquement basé sur l’observation et non pas sur un lien transéchelle. Pour ce qui est
de l’optimisation constructale, des travaux en mécanique existent [Rocha et al., 2013]. Cette
théorie requiert la création d’un matériau composite, où l’un des matériaux permettrait un
drain de travail de déformation (par le contrôle de paramètres matériaux tels que le module
d’élasticité ou d’écrouissage). Un couplage d’optimisation à la fois thermique et mécanique
suivant le matériau utilisé est aussi envisageable (en sachant que des études d’optimisations
fluide-structure ont été effectuées par Rocha et al. [2014], Wang et al. [2010]). Le lien avec les
fractals dissipatifs pouvant être fait a posteriori par l’analyse de la structure des drains. Plus
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généralement, lorsque l’on étudie des géométries liées à la théorie constructale, on observe
un comportement parabolique dans l’espace des échelles. La théorie constructale est une
théorie qui pourrait expliquer physiquement les déviations à la fractalité (et ainsi lier géo-
métrie et thermodynamique classique). Du point de vue expérimental, un autre type d’ex-
périence pourrait être développé pour suivre l’endommagement d’un matériau, en effet, les
émissions acoustiques permettent d’étudier la dissipation d’énergie en fatigue [Kahirdeh et
Khonsari, 2015] et de relier le phénomène de fatigue aux phénomènes critiques [Dunand-
Châtellet, 2012] menant à des dimensions fractales. En outre, l’évolution de la dimension en
fatigue peut être déterminée de façon dynamique. Ce cas précis serait donc lié à un fractal
dépendant à la fois de l’échelle et du temps faisant intervenir la diffusivité d’échelle. Pour
finir, un nouvel objectif du point de vue microscopique serait de lier le phénomène d’inter-
mittence à une cascade énergétique (par exemple en utilisant la loi d’Orowan), mais aussi
des liens possibles avec l’astrophysique et la criticalité à travers la densité conditionnelle
utilisée pour la distribution des galaxies.
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Analyse entropique et multi-échelle pour la fatigue et la rupture
thermomécanique

Résumé : Ce travail de thèse apporte une contribution à l’utilisation de grandeurs ther-
modynamiques ainsi que géométriques en mécanique. La première partie de ce manuscrit
est consacrée à l’étude de la fatigue oligocyclique, et de l’entropie de rupture en fatigue.
Des entropies de rupture en fatigue sont estimées expérimentalement par diverses relations
et sont comparées aux modèles empiriques utilisés dans la littérature. Il apparait que ces
diverses entropies de rupture sont très proches ce qui permet de conclure qu’il existe une
entropie de rupture constante liée uniquement au matériau. Pour les modèles empiriques,
une extension du modèle de Ramberg-Osgood cyclique prenant en compte la variation tem-
porelle de la contrainte est proposée et une étude sur l’imprécision du modèle de Park et
Nelson est réalisée. Puis, une étude des différentes phases durant le test de fatigue est effec-
tuée à travers l’étude de l’endommagement lié à l’entropie accumulée par le matériau. Une
extension par l’utilisation du concept d’exergie permet la mise en évidence d’une nouvelle
quantité, une exergie associée au travail de déformation plastique faisant intervenir une no-
tion de qualité de la déformation plastique. Dans une deuxième partie, la diffusion de l’en-
tropie d’échelle est étudiée et permet de créer divers comportements dépendants d’échelle.
Elle permet d’étudier la log-périodicité d’un fractal déterministe fini (ou préfractal) ou de vé-
rifier la construction de géométries déterministes finies dépendantes d’échelle. Une applica-
tion de ces modèles dépendants d’échelle est effectuée dans le cadre de la détermination de
propriétés mécaniques, pour l’analyse de faciès de rupture et pour la fragmentation. Fina-
lement un lien possible entre comportement mécanique, géométrie et théorie constructale
est présenté.

Mots clés : Entropie de rupture en fatigue, Exergie, Entropie d’échelle, Dépendance en
échelle en mécanique, Lien géométrie et théorie constructale.

Entropic and multi-scale analysis for fatigue and thermo-mechanical
fracture

Abstract : This Phd thesis is a contribution to the use of thermodynamics and geome-
try in mechanics. The first part of this manuscript is devoted to the study of low cycle fatigue
and the notion of fracture fatigue entropy. Fracture fatigue entropies are experimentally es-
timated by various equations and compared to empirical models used in the litterature. It
appears that these diverse fracture fatigue entropies are very close and allows to conclude
that a constant fracture fatigue entropy exists only depending on the material. For the em-
pirical models, an extension of the Ramberg-Osgood model is proposed taking into account
the temporal variation of the loading, and, a study on the inaccuracy of the Park and Nelson
model is realized. Then, a study on the different phases occurring in a fatigue test is done
through the study of a damage parameter based on the entropy accumulated by the ma-
terial. An extension using the concept of exergy allows the highlight of a new quantity, an
exergy associated with plastic strain involving a quality factor. In a second part, the diffusion
of scale-entropy is studied and permits to create various scale-dependent behaviors. It allows
the study of log-periodicity of a finite deterministic fractal (or prefractal), or the verification
of finite deterministic scale-dependent geometries. An application of these scale-dependent
models is performed within the framework of the determination of mechanical properties,
for the analysis of fractured surfaces and for fragmentation. Finally, a possible link between
mechanical behavior, geometry and constructal theory is presented.

Keywords : Fracture fatigue entropy, Exergy, Scale-entropy, Scale dependent features
in mechanical phenomena, Geometry and constuctal theory.
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